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$QQH &RQGRQ� 8QLYHUVLW\ RI %ULWLVK &ROXPELD

DQG &KULV 7KDFKXN� &DOLIRUQLD ,QVWLWXWH RI 7HFKQRORJ\

.:VM>�Z�V/>:

/�� þéàæ º �éþ#ùº é�ÿ �ß É�þ�# º é�ÿ  æº é� È� æ ��ºÉÓ

ºÿÏ ÓÿÓ�à¡ Ó�ÉéÓÿ ÈÓ ����éÈùÓ� 2ß º e#�éÿà þºÉæéÿÓy �ÿ º

���ÈùÓþ éÿ� ºÿÉÓ �ß �é¦Ó ny �Ó�#é�Ó� t(n) éþÓ ºÿÏ s(n)��ºÉÓ  �

É�þ�ùÓ Óy  æÓÿ º �éþ#ùº é�ÿ �ß  æÓ É�þ�# º é�ÿ é� ¶�· ��ºÉÓ

Ó�ÉéÓÿ éß é �Ó�#é�Ó� º þ�� poly(s(n))��ºÉÓy ºÿÏ ¶�· ÓÿÓ�à¡

Ó�ÉéÓÿ éß é Ïé��é�º Ó� º þ�� ǫ t(n) ÓÿÓ�à¡ ��Ó�  æÓ É�#��Ó �ß

 æÓ É�þ�# º é�ÿy ß�� �#�ÉéÓÿ ù¡ �þºùù ǫ ≥ 0� @ÓÉÓ�ß ¶����· ºÿÏ

�ÓÿÿÓ  ¶��	�· þºÏÓ �éàÿé�Éºÿ ���à�Ó�� �ÿ  æé� �#Ó� é�ÿ È¡

éÿ ��Ï#Ééÿà  æÓ ÿ� é�ÿ �ß ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ É�þ�# º é�ÿÄ

��Ó�é�#�ù¡  æ�#àæ  � ÈÓ º ��Ó�Ó�#é�é Ó ß�� ÓÿÓ�à¡ÇÓ�ÉéÓÿ 

É�þ�# º é�ÿ�ÄºÿÏ ÏÓ�é�éÿà �éþ#ùº é�ÿ� �ß é��Ó�Ó��éÈùÓe#�éÿà

þºÉæéÿÓ É�þ�# º é�ÿ� È¡ ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ e#�éÿà þºÉæéÿÓ�

�é æ º É�ÿ� ºÿ ßºÉ �� éÿÉ�Óº�Ó éÿ  éþÓ� �ÓÿÿÓ  ¶��
�·y @ºÿàÓy

EÉ?Óÿ¦éÓy ºÿÏ eº�� ¶����·y ºÿÏ � æÓ�� �#È�Ó�#Óÿ ù¡ þºÏÓ

���à�Ó�� �ÿ ��ºÉÓÇÓ�ÉéÓÿ �éþ#ùº é�ÿ��

[ÓÉÓÿ ���÷ È¡ Zéºÿy ^�ù��ÓéÉæé÷y ºÿÏ véÿß�ÓÓ ¶����·

ºÿÏ � æÓ�� þºÏÓ ß#� æÓ� �éàÿé�Éºÿ ���à�Ó�� È¡ È�éÏàéÿà

�/RJLFDO UHYHUVLELOLW\ LV QRW D SUHUHTXLVLWH IRU HQHUJ\�HªFLHQW FRPSXWDWLRQ
�6DJDZD ����� *URFKRZ DQG :ROSHUW ������ )RU D PRUH QXDQFHG YLHZ
RI WKLV WRSLF EH\RQG ORJLFDO UHYHUVLELOLW\� VHH WKH FKDSWHUV E\ *URFKRZ DQG
:ROSHUW DQG E\ 2XOGULGJH HW DO� LQ WKLV YROXPH�
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 æÓ àº� ÈÓ �ÓÓÿ ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ ºÿÏ �æ¡�éÉºùù¡ �Óºùé¦ºÈùÓ

É�þ�# º é�ÿ� #�éÿà �F� � �ºÿÏ Ïé��ùºÉÓþÓÿ �¡� Óþ�� eæÓé�

� �ºÿÏ Ïé��ùºÉÓþÓÿ �éþ#ùº é�ÿ� �ß e#�éÿà þºÉæéÿÓ� #�Ó

º�Èé �º�éù¡ ùé  ùÓ ÓÿÓ�à¡ �Ó� � Ó� �æéùÓ éÿÉ#��éÿà º �#ºÏ�º éÉ

�ù��Ï��ÿ éÿ  éþÓ� /��Ó�Ó�y  � É�þ�ùÓ Óy  æÓé� �éþ#ùº é�ÿ�

þº¡ �Ó�#é�Ó Ó ��ÿÓÿ éºùù¡þ��Óþ�ùÓÉ#ùÓ� ¶�æ¡�éÉºù ��ºÉÓ·  æºÿ

 æÓ ��ºÉÓ #�ÓÏ È¡  æÓ e#�éÿà þºÉæéÿÓ�

�#éùÏéÿà �ÿ  æÓ�Ó  �� Óº�ùéÓ�  æ�ÓºÏ�y �Ó �æ��ÓÏ æ��

É�þ�# º é�ÿ�  æº º�Ó ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓy �é æ ÈºùºÿÉÓÏy

�¡þþÓ �éÉ  �ºÿ�é é�ÿ�y æº�Ó ÓÿÓ�à¡ÇÓ�ÉéÓÿ éþ�ùÓþÓÿ º é�ÿ�

º� �F� � �ºÿÏ Ïé��ùºÉÓþÓÿ �¡� Óþ� ºÿÏ �ÿù¡ �Ó�#é�Ó º

�#ºÏ�º éÉ éÿÉ�Óº�Ó éÿ  æÓ ÿ#þÈÓ� �ß þ�ùÓÉ#ùÓ� ��Ó�  æÓ

 æÓ��Ó éÉºù ��ºÉÓ �Ó�#é�ÓÏ �ß  æÓ É�þ�# º é�ÿ ¶eæºÉæ#÷ ºÿÏ

��ÿÏ�ÿ ����·�

/Ó�Ó �Ó �Ó�éÓ�  æÓ�Ó  æ�ÓÓ ùéÿÓ� �ß ���÷ �é æ  æÓ à�ºù� �ß

¶�· Óù#ÉéÏº éÿà  æÓ É#��Óÿ � º Ó �ß ÷ÿ��ùÓÏàÓ �ÿ  æÓ  æÓ��¡ �ß

��ºÉÓÇ ºÿÏ ÓÿÓ�à¡ÇÓ�ÉéÓÿ É�þ�# º é�ÿ�y ºÿÏ ¶�· ��éÿ éÿà  �

ß�#é ß#ù Ïé�ÓÉ é�ÿ� ß�� ß# #�Ó éþ����ÓþÓÿ ��

�	�3(M>Z:�

vÓ � º� �é æ º È�éÓß éÿ ��Ï#É é�ÿ  � ù�àéÉºù �Ó�Ó��éÈéùé ¡ éÿ

 æÓ É�ÿ Ó  �ß  éþÓÇÈ�#ÿÏÓÏ É�þ�# º é�ÿ º� �Óùù º� Óº�ù¡ ���÷

�ÿ ��ºÉÓÇÈ�#ÿÏÓÏy ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ É�þ�# º é�ÿ�� vÓ  æÓÿ

ÏÓ�É�éÈÓ º ���à�Ó��é�ÿ �ß éÏÓº� �ÿ æ��  æÓ ºÈ� �ºÉ É�ÿÉÓ� 

�ß ù�àéÉºù �Ó�Ó��éÈéùé ¡ þéàæ ÈÓ éþ�ùÓþÓÿ ÓÏ ÉæÓþéÉºùù¡y ºÿÏ

æ��  æÓ ÓÿÓ�à¡ Ó�ÉéÓÿÉ¡ �ß ÉæÓþéÉºù éþ�ùÓþÓÿ º é�ÿ� Éºÿ ÈÓ

þÓº�#�ÓÏ�
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@ºÿÏº#Ó� ¶����· º�÷ÓÏx Éºÿ �Ó È#éùÏ É�þ�# éÿà ÏÓ�éÉÓ�  æº 

º�Ó ÓÿÓ�à¡ Ó�ÉéÓÿ y  æº é�y ÏÓ�éÉÓ�  æº Ïé��é�º Ó º�Èé �º�Ç
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éù¡ ùé  ùÓ ÓÿÓ�à¡ �Ó� � Ó�� /é� ���÷ �#ààÓ� ÓÏ  æº ÓÿÓ�à¡

þ#� ÈÓ Ïé��é�º ÓÏ �æÓÿ Èé � �ß éÿß��þº é�ÿ º�Ó é��Ó�Ó��éÈù¡

Ó�º�ÓÏ� eæé� ùÓÏ �Ó�Óº�ÉæÓ��  � É�ÿ�éÏÓ� æ�� ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ

É�þ�# º é�ÿÄ�æÓ�Ó éÿß��þº é�ÿ é� ÿÓ�Ó� é��Ó�Ó��éÈù¡ Ó�º�ÓÏ

Ï#�éÿà  æÓ É�þ�# º é�ÿÄþº¡ ùÓºÏ  � ÓÿÓ�à¡ÇÓ�ÉéÓÿ É�þ�#Ç

 º é�ÿ� F� Ó  æº  � ÈÓ �Ó#�ºÈùÓ ß�� ºÿ� æÓ� ���ÈùÓþ éÿ� ºÿÉÓy

º ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ É�þ�# Ó� þ#� ÈÓ Ú�Ó�Ó yÛ º �� Óÿ éºùù¡

ÓÿÓ�à¡ÇÉ�ÿ�#þéÿà ���ÉÓ��  æº éÿÉù#ÏÓ� Ó�º�#�Ó �ß  æÓ ��Ó�é�#�

éÿ�# ºÿÏ �# �# �

@ÓÉÓ�ß ¶����· ºÿÏ �ÓÿÿÓ  ¶��	�· ß��þºùé¦ÓÏ  æÓ ÿ� é�ÿ �ß

ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓy ÏÓ Ó�þéÿé� éÉ e#�éÿà þºÉæéÿÓ�� e�ºÿ�é é�ÿ

ß#ÿÉ é�ÿ� �ß �#Éæ þºÉæéÿÓ� ÿ� �ÿù¡ æº�Ó #ÿé�#Ó éþºàÓ�  æº 

à#º�ºÿ ÓÓ ÏÓ Ó�þéÿé�þy È# ºù�� #ÿé�#Ó ��ÓéþºàÓ�y  æÓ�ÓÈ¡

Óÿ�#�éÿà  æº y �æÓÿ �¡þÈ�ù� �ÿ º  º�Ó º�Ó ��Ó���é  Óÿy

 æ��Ó �¡þÈ�ù� Éºÿ ÈÓ �ÓÉ�ÿ� �#É ÓÏ �éþ�ù¡ È¡ �Ó�Ó��éÿà  æÓ

 �ºÿ�é é�ÿ� eæ#� ºÿ¡ É�þ�# º é�ÿ à�º�æ �ß �#Éæ º þºÉæéÿÓ é� º

ùéÿÓ ß��þ º �ºùéÏ éÿ�# É�ÿ�à#�º é�ÿ  � º �ÿºù É�ÿ�à#�º é�ÿ

¶é�Ó�y ÿ� È�ºÿÉæéÿà �� þÓ�àéÿà·� e#�éÿà þºÉæéÿÓ�  æº º�Ó

ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ Éºÿ �éþ#ùº Ó º�Èé �º�¡ ¶é��Ó�Ó��éÈùÓ· e#�éÿà

þºÉæéÿÓ É�þ�# º é�ÿ� �é æ º É�ÿ� ºÿ ßºÉ �� éÿÉ�Óº�Ó éÿ  æÓ

 éþÓ ÿÓÓÏÓÏ ¶�ÓÿÿÓ  ��	�·�  æº é�y ß�� éÿ�# � �ß ùÓÿà æ ny

éß .hAJ1 ¶t(n)· ºÿÏ _2p2`bB#H2hAJ1 ¶t(n)· º�Ó  æÓ Éùº��Ó� �ß

ùºÿà#ºàÓ� �ÓÉ�àÿé¦ºÈùÓ È¡ ÏÓ Ó�þéÿé� éÉ ºÿÏ ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ

e#�éÿà þºÉæéÿÓ� éÿ O(t(n))  éþÓy �Ó��ÓÉ é�Óù¡y  æÓÿ .hAJ1

¶t(n)· = _2p2`bB#H2hAJ1 ¶t(n)·�
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�ÓÿÿÓ  ºù�� º�÷ÓÏ �æÓ æÓ� e#�éÿà þºÉæéÿÓ É�þ�# º é�ÿ� Éºÿ

ÈÓ �éþ#ùº ÓÏ éÿ º ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈù¡ þºÿÿÓ�  æº é� Ó�ÉéÓÿ 

�é æ �Ó��ÓÉ  �  æÓ ��ºÉÓ �ß  æÓ þºÉæéÿÓ ÈÓéÿà �éþ#ùº ÓÏ�

h�éÿà º �ÓÉ#��é�Ó �éþ#ùº é�ÿ �ß ÏÓ Ó�þéÿé� éÉ ��ºÉÓÇÈ�#ÿÏÓÏ
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e#�éÿà þºÉæéÿÓ� �é æ �ÓÉ#��é�ÿ ÏÓ� æ ������ é�ÿºù  �  æÓ

��ºÉÓ #�ÓÏy æÓ �æ��ÓÏ  æº .aS�*1 ¶s(n)· é� É�ÿ ºéÿÓÏ éÿ

_2p2`bB#H2aS�*1 ¶s2(n)· ¶�ÓÿÿÓ  ��
�·�

væÓ æÓ�  æÓ �#ºÏ�º éÉ éÿÉ�Óº�Ó éÿ ��ºÉÓ �º� ÿÓÉÓ��º�¡ �ÓÇ

þºéÿÓÏ #ÿÉÓ� ºéÿ ß�� ºÿ� æÓ� ÏÓÉºÏÓy �æÓÿ @ºÿàÓy EÉ?Óÿ¦éÓy

ºÿÏ eº�� ¶����· �æ��ÓÏ  æº y éÿÏÓÓÏy ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ ��ºÉÓ

Ó�#ºù� ÏÓ Ó�þéÿé� éÉ ��ºÉÓy  æº é�y.aS�*1 ¶s(n)·=_2p2`bB#H2aS�*1

¶s(n)·� eæÓé� É�ÿ� �#É é�ÿ �Ó�ß��þ� ºÿ�#ùÓ�éºÿ  �#� �ß  æÓ É�ÿÇ

�à#�º é�ÿ à�º�æ �ß º ��ºÉÓÇÈ�#ÿÏÓÏ É�þ�# º é�ÿ�

� + � 7 . � � 4 . 7 @ 4 � 7 � 9 U � U . = 9 N = # 4 = ' . � � 4 4b

L � \ � L N . � 4 � � = 7 @ Y U � U . = 9

�ÓÿÿÓ  ¶��	�· Óÿ�é�é�ÿÓÏ����ÿéºÿ É�þ�# Ó��  æº éþ�ùÓþÓÿ 

�Ó�Ó��éÈùÓ É�þ�# º é�ÿ� ÉæÓþéÉºùù¡y  æº º�Ó ÚÉº�ºÈùÓ �ß Ïé��é�º Ç

éÿà ºÿ º�Èé �º�éù¡ �þºùù ºþ�#ÿ �ß ÓÿÓ�à¡ �Ó� � Ó� éß ��Ó�º ÓÏ

�#�ÉéÓÿ ù¡ �ù��ù¡�Û � �éÿàùÓ É��¡ �ß º þºô�� �ÓºÉ ºÿ y �#Éæ º�

º�F�þ�ùÓÉ#ùÓy ÓÿÉ�ÏÓ�  æÓ É#��Óÿ É�ÿ�à#�º é�ÿ� [ÓºÉ é�ÿ�

éÿ  æÓ ß���º�Ï Ïé�ÓÉ é�ÿ éÿ��ù�Ó  æÓ þºô�� �ÓºÉ ºÿ �ù#� ºÏÏéÇ

 é�ÿºùþéÿ�� �ÓºÉ ºÿ �y�æéÉæ º�Ó ��Ó�Óÿ º ÚÏÓ�ÿé Ó É�ÿÉÓÿ �ºÇ

 é�ÿ��Û  æÓ�Ó �ÓºÉ é�ÿ� ÉæºÿàÓ  æÓ þºô�� �ÓºÉ ºÿ ºÿÏ àÓÿÓ�º Ó

ºÏÏé é�ÿºù ¶�º� Ó· ���Ï#É �� eæÓ ß���º�Ï Ïé�ÓÉ é�ÿ �ß ÓºÉæ �ÓÇ

ºÉ é�ÿ É���Ó���ÿÏ�  � º É�þ�# º é�ÿ � Ó�� vÓ ÏÓ�É�éÈÓ æÓ�Óéÿ

 æÓ �Óùº é�ÿ�æé� ÈÓ �ÓÓÿ  æÓ ÓÿÓ�à¡ Ïé��é�º ÓÏ È¡ º �ÓºÉ é�ÿ ºÿÏ

 æÓ �º é� �ß  æÓ É�ÿÉÓÿ �º é�ÿ� �ß þéÿ�� �ÓºÉ ºÿ �  � ���Ï#É ��

�ÓÿÿÓ  ¶��
�· É�ÿ�éÏÓ�ÓÏ  æÓ ����éÈéùé ¡  æº �ÓºÉ é�ÿ�

�ß º ����ÿéºÿ É�þ�# Ó� É�#ùÏ º�é�Ó �#�Óù¡ º� º �Ó�#ù �ß

Ú�ºÿÏ�þ  æÓ�þºù ôéààùéÿà �ß é � éÿß��þº é�ÿÇÈÓº�éÿà �º� �yÛ

�é æ É�ÿÉÓÿ �º é�ÿ� �ß þéÿ�� �ÓºÉ ºÿ � ºÿÏ ���Ï#É � º 

Ó�#éùéÈ�é#þ� 2ÿ  æé� Éº�Óy º ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ É�þ�# º é�ÿ

Éºÿ ���ÉÓÓÏ éÿ  æÓ ß���º�Ï ºÿÏ �Ó�Ó��Ó Ïé�ÓÉ é�ÿ� º  æÓ �ºþÓ

�º Ó �æéùÓ ÚæéàæÇ�� Óÿ éºùÇÓÿÓ�à¡ Èº��éÓ��Û ��Ó�Óÿ  æÓ �¡� Óþ

ß��þ ÏÓ�éº éÿà ß��þ  æÓ É�þ�# º é�ÿ �º æ� /��Ó�Ó�y æÓ

� ��� �
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Ïé�þé��ÓÏ Éºùùéÿà  æé� ����éÈéùé ¡ É�þ�# º é�ÿ ÈÓÉº#�Óy éß Ú æÓ

þºô�� �ÓºÉ ºÿ éÿé éºùù¡ É���Ó���ÿÏ�  �  æÓ éÿé éºù � º Ó �ß º vÇ

� Ó� É�þ�# º é�ÿy  æÓ �¡� Óþ�éùù ÈÓàéÿ º �ºÿÏ�þ�ºù÷  æ��#àæ

 æÓ Éæºéÿ �ß �ÓºÉ é�ÿ�y ºÿÏ ºß Ó� ºÈ�# v2 � Ó�� �éùù È�éÓ�¡

�é�é  æÓ �ÿºù � º Ó� eæé� Ï�Ó� ÿ� ÏÓ�Ó��Ó  � ÈÓ ÉºùùÓÏ º

É�þ�# º é�ÿÛ ¶�ÓÿÿÓ  ��	�y ���·�

[º æÓ�y  � Óÿ�#�Ó æéàæ ���ÈºÈéùé ¡ �ß É�þ�ùÓ éÿà  æÓ É�þ�#Ç

 º é�ÿ �é æéÿ �Óº��ÿºÈùÓ  éþÓ �æéùÓ ÷ÓÓ�éÿà ÓÿÓ�à¡ Ïé��é�º é�ÿ

�Ó� � Ó� ù��y �ÓÿÿÓ  ������ÓÏ  æº  æÓ É�ÿÉÓÿ �º é�ÿ� �ß þéÇ

ÿ�� �ÓºÉ ºÿ � Ï�é�éÿà  æÓ É�þ�# º é�ÿ ß���º�Ï ÈÓþºéÿ ºéÿÓÏ º 

º �þºùù �Ó�ÉÓÿ ºàÓ ºÈ��Ó  æÓé� Ó�#éùéÈ�é#þ É�ÿÉÓÿ �º é�ÿ�� [ÓÇ

ºÉ é�ÿ� Éºÿ � éùù æº��Óÿ éÿ È� æ  æÓ ß���º�Ï ºÿÏ �Ó�Ó��Ó Ïé�ÓÉÇ

 é�ÿ� éÿ  æé� �ÉÓÿº�é�y È#  æÓ ß���º�Ï Èéº�  æº �Ó�#ù � ß��þ  æÓ

æéàæÓ� É�ÿÉÓÿ �º é�ÿ� �ß ß���º�ÏÇÏ�é�éÿà �ÓºÉ ºÿ �y É�þ�º�ÓÏ

�é æ  æÓ �ÓºÉ é�ÿ ���Ï#É �y é� �#�ÉéÓÿ  � Óÿ�#�Ó  æº  æÓ �ÿºù

� º Ó é� �ÓºÉæÓÏ éÿ º ÿ#þÈÓ� �ß � Ó�� ������ é�ÿºù  �  æÓ É�þÇ

�# º é�ÿ ùÓÿà æ� eæÓ ß���º�Ï Èéº� º  æÓ �ÿºù � Ó� Éºÿ ÈÓ �éàÇ

ÿé�Éºÿ ù¡ æéàæÓ�  � Óÿ�#�Ó  æº y �ÿÉÓ  æÓ �ÿºù É�ÿ�à#�º é�ÿ é�

�ÓºÉæÓÏy  æÓ �¡� Óþ �éùù �#È�Ó�#Óÿ ù¡ ÈÓ éÿ  æé� É�ÿ�à#�º é�ÿ

�é æ æéàæ ¶�º¡y º ùÓº� �� �Ó�ÉÓÿ · ���ÈºÈéùé ¡�

[ÓÉÓÿ ù¡y �Ó�Óº�ÉæÓ�� éÿ  æÓ �ÓùÏ �ß �F� É�þ�# éÿà

ºÿÏ þ�ùÓÉ#ùº� ���à�ºþþéÿà æº�Ó ÏÓ�Óù��ÓÏ ºÿÏ éþ�ùÓþÓÿ ÓÏ

þÓÉæºÿé�þ� ß�� É�þ�# éÿày �é æ �F� � �ºÿÏ Ïé��ùºÉÓþÓÿ 

�¡� Óþ� ¶�^��·y  æº º�Ó �éþéùº� éÿ ��éÿÉé�ùÓ  � �ÓÿÿÓ  Ý�

������ºù éÿ��ù�éÿà þºô�� ºÿÏ þéÿ�� �ÓºÉ ºÿ � ¶^�ù��ÓéÉæé÷y

^ÓÓùéày ºÿÏ véÿß�ÓÓ ����·� vÓ ����éÏÓ ºÿ Ó ºþ�ùÓ �ß �F�

� �ºÿÏ Ïé��ùºÉÓþÓÿ ùº Ó� ¶�ÓÓ �à� ��·� Zéºÿy ^�ù��ÓéÉæé÷y

ºÿÏ véÿß�ÓÓ ¶����· ÏÓ�É�éÈÓÏ æ�� º ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ

e#�éÿà þºÉæéÿÓ É�#ùÏ éÿ ��éÿÉé�ùÓ ÈÓ �æ¡�éÉºùù¡ �Óºùé¦ÓÏ �é æ

�F� � �ºÿÏ Ïé��ùºÉÓþÓÿ ��Ó�º é�ÿ�y éÿ º �º¡  æº �Ó�#é�Ó�

º�Èé �º�éù¡ ùé  ùÓ ÓÿÓ�à¡ �Ó� É�þ�# º é�ÿ � Ó�� eæÓ ���� ÇÉº�Ó

#��Ó� È�#ÿÏ �ÿ  æÓ  éþÓ ÿÓÓÏÓÏ ß��  æé� �éþ#ùº é�ÿ é� �#ºÏ�º éÉ

� ��� �
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éÿ  æÓ e#�éÿà þºÉæéÿÓ  éþÓ� �ÿ éþ��� ºÿ º��#þ� é�ÿ �ß  æé�

�Ó�#ù é�  æº  æÓ �éþ#ùº é�ÿ �ÉÉ#�� º� ºÿ Ú��ÓÿÛ �¡� Óþy �æÓ�Ó

þéÿ�� �ÓºÉ ºÿ � º�Ó þºéÿ ºéÿÓÏ º ÏÓ�ÿé Ó É�ÿÉÓÿ �º é�ÿ È¡

ºÿ Ó  Ó�ÿºù ºÿÏ ÓÿÓ�à¡ÇÓ�ÉéÓÿ þÓ ºÈ�ùé�þ ���ÉÓ��� hÿÏÓ�

 æé� º��#þ� é�ÿy  æÓ �æ¡�éÉºù ��ºÉÓ �Ó�#é�ÓÏ  � æ�ùÏ ºùù þºô��

�ÓºÉ ºÿ � �ß  æÓ �éþ#ùº é�ÿ ¶é�Ó�y  æÓ �Ó�#é�ÓÏ ��ù#þÓ· é� ºù��

Ó�ÉéÓÿ �é æ �Ó��ÓÉ  � e#�éÿà þºÉæéÿÓ ��ºÉÓ� /��Ó�Ó�y ºÿ

Ó  Ó�ÿºù þÓ ºÈ�ùé�þ  � þºéÿ ºéÿ þéÿ�� �ÓºÉ ºÿ � ß�� �^��

é� º� ¡Ó #ÿ÷ÿ��ÿ� K�Ó�º éÿà  æé� �éþ#ùº é�ÿ éÿ º ÚÉù��ÓÏÛ

�¡� Óþy�æÓ�Ó ºùù þéÿ�� �ÓºÉ ºÿ � �Ó�#é�ÓÏ ß��  æÓ �éþ#ùº é�ÿ  �

É�þ�ùÓ Ó º�Ó éÿé éºùù¡ ��Ó�Óÿ éÿ  æÓ �ºþÓ ��ù#þÓ º�  æÓ þºô��

�ÓºÉ ºÿ �y Éºÿ �Ó�#é�Ó Ó ��ÿÓÿ éºùù¡ þ��Ó �æ¡�éÉºù ��ºÉÓ  æºÿ

e#�éÿà þºÉæéÿÓ ��ºÉÓ� eæÓ �Óº��ÿéÿà �éùù ÈÓ þºÏÓ ÉùÓº� éÿ

�#È�Ó�#Óÿ �ÓÉ é�ÿ� �æÓ�Ó �Ó ß�É#� Ó Éù#�é�Óù¡ �ÿ �éþ#ùº é�ÿ�

éÿ Éù��ÓÏ �¡� Óþ�  � ºÉÉ�#ÿ ß#ùù¡ ß�� �Ó�#é�ÓÏ ¶�æ¡�éÉºù· ��ºÉÓ

#�ºàÓ�

� � � = Y 9 U . 9 ' # = L � 9 � L ' b . 9 � � + � 7 . � � 4

� = 7 @ Y U � U . = 9

vÓ ß�ùù��  æÓ ºÉÉ�#ÿ éÿà �ß �ÓÿÿÓ  ¶��
�· ºÿÏ Zéºÿy ^�ù��ÓÇ

éÉæé÷y ºÿÏvéÿß�ÓÓ ¶����· ß�� ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ É�þ�# º é�ÿ�

�æÓ�Ó É�þ�# º é�ÿ � Ó�� É���Ó���ÿÏ  �  æÓ ß���º�Ï Ïé�ÓÉ é�ÿ �ß

ÉæÓþéÉºù �ÓºÉ é�ÿ�� vÓ º��#þÓ  æº  æÓ É�þ�# º é�ÿ ���ÉÓÓÏ� éÿ

º � ÓÏ ��ù#þÓ  æº é�þºéÿ ºéÿÓÏ º É�ÿ� ºÿ  Óþ�Ó�º #�Ó� ^#�Ç

���Ó  æº  æÓ É�ÿÉÓÿ �º é�ÿ� �ß ß���º�ÏÇÏ�é�éÿà �ÓºÉ ºÿ � º�ÓX

�Ó�ÉÓÿ éÿ Ó ÉÓ�� �ß  æÓ Ó�#éùéÈ�é#þ É�ÿÉÓÿ �º é�ÿ�y �Óùº é�Ó  �

 æÓ É�ÿÉÓÿ �º é�ÿ� �ß  æÓ �ÓºÉ é�ÿ ���Ï#É �� eæÓÿ  æÓ ÓÿÓ�à¡

Ïé��é�º ÓÏ ¶�Ó� � Ó�· é� ������ é�ÿºù  � ùÿ((100+X)/100)kBT y

�æÓ�Ó kB é� ��ù ¦þºÿÿÝ� É�ÿ� ºÿ ºÿÏ T é�  Óþ�Ó�º #�Ó� eæÓ

�þºùùÓ� X é�y  æÓ ùÓ�� ÓÿÓ�à¡ é� Ïé��é�º ÓÏy  æÓ æéàæÓ� é�  æÓ �º é�

�ß �Ó�Ó��Ó  � ß���º�Ï �ÓºÉ é�ÿ�y ºÿÏ  æÓ �þºùùÓ� é�  æÓ ÿÓ ß���º�Ï

Èéº� �ß  æÓ �ÓºÉ é�ÿ� 2ß éÿé éºù É�ÿÉÓÿ �º é�ÿ� º�Ó �#�ÉéÓÿ ù¡ æéàæ

� ��� �
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�Óùº é�Ó  �  æÓ ùÓÿà æ �ß  æÓ É�þ�# º é�ÿy  æÓ ÉæºÿàÓ éÿ É�ÿÇ

ÉÓÿ �º é�ÿ� �ß �ÓºÉ ºÿ � ºÿÏ ���Ï#É � é� ÿÓàùéàéÈùÓ  æ��#àæ�# y

ºÿÏ ��  æÓ �ÓºÉ é�ÿ� æº�Ó º���� éþº Óù¡  æÓ �ºþÓ ß���º�Ï Èéº�

 æ��#àæ�# � 2ß  æÓ ÓÿÓ�à¡ Ïé��é�º ÓÏ �Ó� � Ó� é� ǫ ß�� �#�ÉéÓÿ ù¡

�þºùù ǫ > 0y  æÓ ß���º�Ï��Ó�Ó��Ó �º é� é� eǫ/(kBT )y ºÿÏ  æÓ ß��Ç

�º�Ï �ÓºÉ é�ÿ Èéº� é� ��#àæù¡ ������ é�ÿºù  � ǫ�

2ÿ É�ÿ �º� y éß  æÓ É�ÿÉÓÿ �º é�ÿ� �ß �ÓºÉ ºÿ � ºÿÏ ���Ï#É �

º�Ó éÿ Ó�#éùéÈ�é#þy  æÓ �¡� Óþ é� Ï�é�Óÿ �ÿù¡ È¡ ����ÿéºÿ

þ� é�ÿy�é æ ß���º�Ï ºÿÏ �Ó�Ó��Ó �ÓºÉ é�ÿ� ÈÓéÿà Ó�#ºùù¡ ùé÷Óù¡�

eæÓ ÓÿÓ�à¡ Ïé��é�º ÓÏ �Ó� � Ó� é� ��

�ù æ�#àæ ÿ� Ïé�É#��ÓÏ È¡ �ÓÿÿÓ  ¶��
�· �� Zéºÿy

^�ù��ÓéÉæé÷y ºÿÏ véÿß�ÓÓ ¶����·y  æÓ�Ó é� ºù�� ºÿ ÓÿÓ�àÓ éÉ É�� 

 � �Ó  éÿà #�  æÓ éÿé éºù É�ÿ�à#�º é�ÿ �ß  æÓ É�þ�# º é�ÿÄéÿ

�#� �¡� Óþ�y  æé� é�  æÓ �ºþÓ É�� º���Ééº ÓÏ�é æ Ú�Ó�Ó  éÿàÛ  æÓ

É�þ�# º é�ÿ ß�� º ÿÓ� éÿ�# éÿ� ºÿÉÓÄºÿÏ É�ÿÏ#É éÿà º �ÓºÏÇ

�# �ß  æÓ É#��Óÿ É�ÿ�à#�º é�ÿ º ºÿ¡ àé�Óÿ  éþÓ� '�� éÿ� ºÿÉÓy

ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ �éþ#ùº é�ÿ� éÿ Éù��ÓÏ �¡� Óþ�  ¡�éÉºùù¡

�Óù¡ �ÿ ºÿ éÿé éºù �# Ç�ßÇÓ�#éùéÈ�é#þ éÿ�# � º Ó �Óùº éÿà  �

Ó�#éùéÈ�é#þ º�  æÓ É�þ�# º é�ÿ ���ÉÓÓÏ�� eæé� ÚÏé� ºÿÉÓ

ß��þ Ó�#éùéÈ�é#þÛ é� Éæº�ºÉ Ó�é¦ÓÏ È¡  æÓ ÿ�ÿÓ�#éùéÈ�é#þ

àÓÿÓ�ºùé¦ÓÏ ß�ÓÓ ÓÿÓ�à¡ ¶�����é � ºÿÏ tºÿ ÏÓÿ ���ÓÉ÷ �����

Xº���ÿÏ�y /����é ¦y ºÿÏ ^ºàº�º ����·� eæÓ ��éÿ é�  æº 

 æÓ �¡� Óþ ß�ÓÓ ÓÿÓ�à¡ éÿÉ�Óº�Ó� ��Ó�  éþÓ #ÿ éù Ó�#éùéÈ�é#þ

é� �ÓºÉæÓÏ� '�� º ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ É�þ�# º é�ÿ ��Ó� N

� º Ó�y  æé� Ïé�Ó�ÓÿÉÓ éÿ ß�ÓÓ ÓÿÓ�à¡ é� kBT ùÿ(N)y �æéÉæ é�  æÓ

É�ÿ�à#�º é�ÿºù Óÿ ���¡ É�� �ß ÈÓàéÿÿéÿà éÿ º �º� éÉ#ùº� � º Óy

�ß N � º Ó�  æº º�Ó Ó�#ºùù¡ ùé÷Óù¡ º Ó�#éùéÈ�é#þ�

�,	55�:(�O _/V, NA	��-�h�/�:V �,�8/�	5

.8A5�8�:V	V/>:O >$ 4>(/�	55c L�]�MO/�5� �>8AZV	V/>:O

eæÓ �éþ#ùº é�ÿ �ß Zéºÿy ^�ù��ÓéÉæé÷y ºÿÏ véÿß�ÓÓ ¶����· éÿ º

Éù��ÓÏ �¡� Óþ �Ó�#é�Ó� ��ºÉÓ ¶�� ��ù#þÓ· ������ é�ÿºù  �  æÓ

� ��� �
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ÿ#þÈÓ� �ß � Ó�� �ß  æÓ É�þ�# º é�ÿy ùÓº�éÿà ��Óÿ  æÓ �#Ó� é�ÿ

�ß æ��  � Ï� É�þ�# º é�ÿ� éÿ È� æ º ��ºÉÓÇ ºÿÏ ÓÿÓ�à¡Ç

Ó�ÉéÓÿ þºÿÿÓ�� vÓ ÿÓ  ����éÏÓ ºÿ Ó ºþ�ùÓ  � éùù#� �º Ó

�æ¡ º �^�ÇÈº�ÓÏ ÉæÓþéÉºù éþ�ùÓþÓÿ º é�ÿ �ß ��ºÉÓÇÈ�#ÿÏÓÏy

ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ É�þ�# º é�ÿ� þº¡ éÿÉ#� ºÿ Ó ��ÿÓÿ éºù

��ºÉÓ Èù��#��

� ` � 7 @ 4 � � � � . 9 � L b � = Y 9 U � L

'�� �éþ�ùéÉé ¡y �Ó �éùù #�Ó ÉæÓþéÉºù �ÓºÉ é�ÿ ÿÓ ���÷� ¶�[F�·

�º æÓ�  æºÿ e#�éÿà þºÉæéÿÓ� º� �#� ���à�ºþþéÿà þ�ÏÓù�

vÓ Éæ���Ó �[F� ÈÓÉº#�Ó �ß  æÓ Óº�Ó �é æ �æéÉæ �Ó Éºÿ

ÏÓ�É�éÈÓ �#� Èéÿº�¡ É�#ÿ Ó�y º� �[F� º�Ó ���Ó�ß#ù Óÿ�#àæ  �

ÓÿÉ�þ�º�� àÓÿÓ�ºù É�þ�# º é�ÿ ¶^�ù��ÓéÉæé÷ Ó ºù� ���
· ºÿÏ

Éºÿ Óº�éù¡ ÈÓ ÚÉ�þ�éùÓÏÛ éÿ � �^�� ¶^�ù��ÓéÉæé÷y ^ÓÓùéày ºÿÏ

véÿß�ÓÓ ����·�

®¯

(1) 01 ⇋ 11
(2) 02 + 11 ⇋ 12 + 01
(3) 03 + 12 + 11 ⇋ 13 + 02 + 01

®¯

{03,02,11}

{03,02,01} {03,12,01} {13,02,01} {13,12,01}

{03,12,11} {13,02,11} {13,12,11}

1-for 2-for 1-for 3-for 1-for 2-for 1-for

1-rev 2-rev 1-rev 3-rev 1-rev 2-rev 1-rev

#/(ZM� ;?E �D� &KHPLFDO UHDFWLRQ HTXDWLRQV IRU D ��ELW VWDQGDUG ELQDU\
FRXQWHU� �E� 7KH FRQ¨JXUDWLRQ JUDSK RI WKH FRPSXWDWLRQ SHUIRUPHG E\ WKH
��ELW VWDQGDUG ELQDU\ FRXQWHU IRUPV D FKDLQ DQG LV ORJLFDOO\ UHYHUVLEOH�

� � ºÿÏº�Ï nÇÈé Èéÿº�¡ É�#ÿ Ó� ÈÓàéÿ� º É�#ÿ 00..0y

ºÏ�ºÿÉÓ�  � 00..1y ºÿÏ �� �ÿy #ÿ éù �ÓºÉæéÿà  æÓ É�#ÿ 11..1�

� �[F  æº éþ�ùÓþÓÿ �  æé� É�#ÿ Ó� ß�� n = 3 é� éÿ �à#�Ó

��º ¶��ÿÏ�ÿ Ó ºù� ����·� eæÓ �ÓºÉ é�ÿ� éÿ��ù�Ó �é  þ�ùÓÉ#ùº�

��ÓÉéÓ�y �é æ þ�ùÓÉ#ùÓ� 0i ºÿÏ 1i ÏÓÿ� éÿà  æº Èé i æº� �ºù#Ó

0 ºÿÏ 1y �Ó��ÓÉ é�Óù¡y ß�� 1 ≤ i ≤ 3� vÓ Éºùù 0i ºÿÏ 1i 8�ÿ�Ù�

� ��� �
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þ�ùÓÉ#ùÓ��  æÓ�Ó É���Ó���ÿÏ  � �ÓÿÿÓ  Ý� þºô�� �ÓºÉ ºÿ �� eæÓ

ß���º�Ï Ïé�ÓÉ é�ÿ �ß  æÓ  æ�ÓÓ ¶�Ó�Ó��éÈùÓ· ÉæÓþéÉºù �ÓºÉ é�ÿ�

�ß �à#�Ó ��º ÓÿºÈùÓ  æÓ É�#ÿ Ó�  � ºÏ�ºÿÉÓ éÿ  æÓ � ºÿÏº�Ï

�Ó�#ÓÿÉÓ éßy éÿé éºùù¡y º �éÿàùÓ É��¡ �ß þ�ùÓÉ#ùÓ� 03y 02y ºÿÏ 01 º�Ó

��Ó�Óÿ � eæÓ �ÓºÉ é�ÿ� Éºÿ ÈÓ àÓÿÓ�ºùé¦ÓÏ  � n Èé � éÿ º ÿº #�ºù

�º¡y �é æ �ÓºÉ é�ÿ� æº�éÿà #�  � n �ÓºÉ ºÿ � ºÿÏ ���Ï#É ��

�ÓÉº#�Ó æéàæÇ��ÏÓ� �ÓºÉ é�ÿ� º�Ó º ¡�éÉºù éÿ ÉæÓþéÉºù �¡� Óþ�y é 

é� ��� æ ÿ� éÿà  æº  æÓ¡ Éºÿ ºù�º¡� ÈÓ Óþ#ùº ÓÏ È¡ º �Ó�#ÓÿÉÓ

�ß Èéÿº�¡ �ÓºÉ é�ÿ� ¶��ÿÏ�ÿ Ó ºù� ����·�

'éà#�Ó ��È ÏÓ�éÉ � ºùù ����éÈùÓ É�ÿ�à#�º é�ÿ� �ß  æÓ É�#ÿ Ó�

º� ÿ�ÏÓ�y �é æ ÓÏàÓ� ÈÓ �ÓÓÿ É�ÿ�à#�º é�ÿ�  æº º�Ó �ÓºÉæºÈùÓ

�é æéÿ �ÿÓ �ÓºÉ é�ÿ � Ó�� �ÓÉº#�Ó  æÓ É�ÿ�à#�º é�ÿ à�º�æ

ß��þ� º Éæºéÿy é �Ó��Ó�Óÿ � º ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ É�þ�# º é�ÿ�

� N � . 7 @ 4 � 7 � 9 U � U . = 9 = # � � L 9 L � � � U . = 9

vÓ Ï� ÿ� ÷ÿ�� æ��  � ÏÓ�éàÿ º �Ó �ß þ�ùÓÉ#ùÓ�  æº Éºÿ

Ïé�ÓÉ ù¡ éþ�ùÓþÓÿ ºùù �ÓºÉ é�ÿ� �ß ºÿ º�Èé �º�¡ �[F �é æ�# 

éþ�ùÓþÓÿ éÿà ºÏÏé é�ÿºù ¶��#�é�#�· �ÓºÉ é�ÿ�� �¡ ÚÏé�ÓÉ ù¡

éþ�ùÓþÓÿ yÛ�ÓþÓºÿ  æº  æÓ�Ó é� º �ÿÓÇ �Ç�ÿÓ É���Ó���ÿÏÓÿÉÓ

ÈÓ �ÓÓÿ  æÓ ÏÓ�éàÿÓÏ þ�ùÓÉ#ùº� ��ÓÉéÓ� ºÿÏ  æÓ ��ÓÉéÓ� �ß  æÓ

�[F�

/��Ó�Ó�y �Óþéÿºù ���÷ È¡ ^�ù��ÓéÉæé÷y ^ÓÓùéày ºÿÏvéÿß�ÓÓ

¶����· ÏÓþ�ÿ� �º ÓÏ  æº ºÿ º�Èé �º�¡ �[F Éºÿ ÈÓ Óþ#ùº ÓÏ

È¡ º �^� �¡� Óþy éÿ �æéÉæ ÉÓ� ºéÿ �F� � �ºÿÏ� �Ó��Ó�Óÿ 

 æÓ þ�ùÓÉ#ùº� ��ÓÉéÓ� �ß  æÓ �[F ¶ æÓ þºô�� �ÓºÉ ºÿ �· �æéùÓ

ºÏÏé é�ÿºù ?5Ù�8þ$5�ò5 þ�ùÓÉ#ùÓ� ¶ æÓ þéÿ�� �ÓºÉ ºÿ � ºÿÏ

���Ï#É �· ºù�� ßºÉéùé º Ó ÓºÉæ �ÓºÉ é�ÿ� � þ$5�Ù� �[F �ÓºÉ é�ÿ

é� �ß Óÿ Óþ#ùº ÓÏ È¡ º �Ó�#ÓÿÉÓ �ß îò?Ù��òî �^� �ÓºÉ é�ÿ�� ^ÓÓ

�à#�Ó ��� e�ºÿ�ß��þÓ� þ�ùÓÉ#ùÓ� º�Ó �ß Óÿ ÏÓ�É�éÈÓÏ º� ß#Óù

þ�ùÓÉ#ùÓ�y ÈÓÉº#�Ó  æÓé� É�ÿÉÓÿ �º é�ÿ� Éºÿ ÈÓ �Ó �� º�  � Èéº�

º É�þ�# º é�ÿ ß���º�Ï� Eºÿ¡ �^� º�Éæé ÓÉ #�Ó� ÿ�� Ó é� 

� ��	 �
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�é æ  æé� Éº�ºÈéùé ¡ ¶Éß� �º�ÏÓùùé ����� Zéºÿy ^�ù��ÓéÉæé÷y ºÿÏ

véÿß�ÓÓ ����·y ºÿÏ ºùù þº÷Ó #�Ó �ß  �ºÿ�ß��þÓ���

®¯
(ß��þºù) 01 ⇋ 11

(ÏÓ ºéùÓÏÇ�) 01 + T
f
1

⇋ I1 + I
r
1

(ÏÓ ºéùÓÏÇ�) I1 + I
f
1

⇋ 11 + T
r
1

®¯

T1
f

01

+01

-0
1

11
+
1 1

+
1 1

+
1 1

-11

I1
r

+01

I1
f

I1

T1
r

-11

+01 -11

+01 -11

-11

+01 -11

+01 -11

+01 -11

+01

-0
1

-0
1

*

*

*

#/(ZM� ;XE $ VWUDQG GLVSODFHPHQW LPSOHPHQWDWLRQ RI WKH UHDFWLRQ 01 ⇋ 11
DV SURSRVHG E\ 4LDQ� 6RORYHLFKLN� DQG :LQIUHH ������� �D� 7KH VLQJOH IRUPDO
UHDFWLRQ LV HPXODWHG DV D VHTXHQFH RI WZR GHWDLOHG UHDFWLRQV LQ WKH VWUDQG
GLVSODFHPHQW LPSOHPHQWDWLRQ� �E� )URP WRS WR ERWWRP� WKH UHDFWDQW VLJQDO
VWUDQG 01 �VKRZQ LQ D VKDGHG ER[ RQ WKH OHIW� DQG WUDQVIRUPHU PROHFXOH

�ODEHOHG T
f
1
� WRS PLGGOH� UHDFW� SURGXFLQJ DQ XQERXQG SURGXFW WUDQVIRUPHU

�ODEHOHG I
r
1 � WRS ULJKW� DQG DQ LQWHUPHGLDWH FRPSOH[ �ODEHOHG I1� PLGGOH��

7KH LQWHUPHGLDWH FRPSOH[� WRJHWKHU ZLWK D VHFRQG WUDQVIRUPHU UHDFWDQW
�ODEHOHG I

f
1
� ERWWRP OHIW�� UHDFWV WR SURGXFH WKH VLJQDO VWUDQG 11 �VKDGHG

ER[ RQ WKH ERWWRP ULJKW� DQG D ¨QDO SURGXFW WUDQVIRUPHU �ODEHOHG T
r
1 �

PLGGOH ERWWRP�� 7KH SURGXFW WUDQVIRUPHUV FDQ EH DSSOLHG LQ WKH RSSRVLWH
GLUHFWLRQ �IURP ERWWRP WR WRS� WR FRQVXPH VLJQDO 11 DQG SURGXFH VLJQDO 01
DV ZHOO DV WKH WZR RULJLQDO UHDFWDQW WUDQVIRUPHUV� 7KURXJKRXW� FRQQHFWHG
OLQH VHJPHQWV UHSUHVHQW '1$ VWUDQGV� ZLWK RQH�VLGHG DUURZV GHQRWLQJ WKH
�
 HQG� %ODFN OLQH VHJPHQWV UHSUHVHQW VKRUW �WRHKROG� VHTXHQFHV WKDW HQDEOH
VWUDQGV WR ELQG ZHDNO\ WR HDFK RWKHU YLD :DWVRQ}&ULFN EDVH SDLULQJ� WKXV
HQDEOLQJ WKH UHDFWLRQ� *UD\ OLQH VHJPHQWV UHSUHVHQW �ORQJ GRPDLQ� VHTXHQFHV
WKDW HQDEOH PROHFXOHV WR ELQG WRJHWKHU PRUH VWDEO\� ZKLOH DOVR GLVSODFLQJ ORQJ
GRPDLQV RI RWKHU VWUDQGV� /RQJ GRPDLQV DUH ODEHOHG� DQG WKH :DWVRQ}&ULFN
FRPSOHPHQW RI D '1$ VHTXHQFH ODEHOHG x LV ODEHOHG x

∗�

vÓ éùù#� �º Ó æ��  æÓ ��� �ÓºÉ é�ÿ �ß �#� �ÇÈé Èéÿº�¡

É�#ÿ Ó� �[F Éºÿ ÈÓ éþ�ùÓþÓÿ ÓÏ #�éÿà�F� � �ºÿÏ Ïé��ùºÉÓÇ

þÓÿ ¶�à� ��·� '��þ  ��  � È�  �þy  æÓ 01 �éàÿºù � �ºÿÏ éÿ Ó�ºÉ �

�é æ º  �ºÿ�ß��þÓ� ���  � ÈÓÉ�þÓ É�ÿ�#þÓÏÄ�Ó�#Ó� Ó�ÓÏ �ÿ º

� ��
 �



&KDSWHU �� 7RZDUG 6SDFH� DQG (QHUJ\�(4FLHQW &RPSXWDWLRQV

Ï�#ÈùÓÇ� �ºÿÏÓÏ É�þ�ùÓ ÄºÿÏ #ù éþº Óù¡  æÓ 11 �éàÿºù � �ºÿÏ

é� ���Ï#ÉÓÏy �ÓùÓº�ÓÏ ß��þ º Ï�#ÈùÓÇ� �ºÿÏÓÏ É�þ�ùÓ � eæÓ

� �ºÿÏ� É�ÿ ºéÿÓÏ �é æéÿ º �æºÏÓÏ È�  º�Ó  æÓ �éàÿºù � �ºÿÏ��

e��  �ºÿ�ß��þÓ�� ¶T f
1 ºÿÏ If1 · º�Ó �ÓºÉ ºÿ �y ºÿÏ  ��  �ºÿ�ß��þÇ

Ó�� ¶Ir1 ºÿÏT
r
1 · º�Ó ���Ï#ÉÓÏ� eæÓ ���Ï#É  �ºÿ�ß��þÓ�� Éºÿ �Ó�Ç

ß��þ �ÓºÉ é�ÿ ¶�· éÿ �Ó�Ó��Ó ¶ß��þ È�  �þ  �  �� éÿ �à#�Ó ��·�

eæÓ éþ��� ºÿ ��éÿ é�  æº  æÓ �ÓºÉ ºÿ  �ºÿ�ß��þÓ�� º�Ó ÿ� 

 æÓ �ºþÓ º�  æÓ ���Ï#É  �ºÿ�ß��þÓ���

F� Ó  æº  æé� �^� �ÉæÓþÓ àÓÿÓ�ºùù¡ º��ùéÓ�  � ºÿ¡ ß��þºù

�ÓºÉ é�ÿx º �Ó�#ÓÿÉÓ �ß ÏÓ ºéùÓÏ �ÓºÉ é�ÿ� ÓºÉæ É�ÿ�#þÓ� º

�éÿàùÓ �ÓºÉ ºÿ ¶�ß  æÓ ß��þºù �ÓºÉ é�ÿ·y ºÿÏ  æÓÿ º �#È�Ó�#Óÿ 

�Ó�#ÓÿÉÓ �ß ÏÓ ºéùÓÏ �ÓºÉ é�ÿ� ÓºÉæ ���Ï#ÉÓ� º �éÿàùÓ ���Ï#É 

¶�ß  æÓ ß��þºù �ÓºÉ é�ÿ·� eæÓ Ó ºþ�ùÓ éÿ �à#�Ó �� æº� �ÿÓ

�ÓºÉ ºÿ ºÿÏ �ÿÓ ���Ï#É ºÿÏ  æ#� �Ó�#é�Ó� º �Ó�#ÓÿÉÓ �ß

 �� ÏÓ ºéùÓÏ �ÓºÉ é�ÿ�� ^éþéùº�ù¡y  æÓ �ÓºÉ é�ÿ 02 + 11 ⇋

12 + 01 �Ó�#é�Ó� º �Ó�#ÓÿÉÓ �ß ß�#� ÏÓ ºéùÓÏ �ÓºÉ é�ÿ� ¶Zéºÿy

^�ù��ÓéÉæé÷y ºÿÏvéÿß�ÓÓ ����·�

U � ' ' � � � L 9 N

e� Éº� #�Ó  æé� ÿ� é�ÿ �ß  �ºÿ�ß��þÓ� ��éÓÿ º é�ÿ º  æÓ ùÓ�Óù

�ß º �[Fy �Ó Éºÿ ?Ùÿ ÓºÉæ �éÏÓ �ß º ß��þºù �ÓºÉ é�ÿ  �

�Ó��Ó�Óÿ  æÓ �Ó �ß  �ºÿ�ß��þÓ��  æº é� ÿÓÉÓ��º�¡  � �Ó�ß��þ º

�ÓºÉ é�ÿ éÿ  æÓ �Ó��ÓÉ é�Ó Ïé�ÓÉ é�ÿ� éÿ Ó�þÓÏéº Ó �ÓºÉ é�ÿ� ºÿÏ

éÿ Ó�þÓÏéº Ó ��ÓÉéÓ� º�é�éÿà éÿ º � �ºÿÏ Ïé��ùºÉÓþÓÿ Óþ#ùº é�ÿ

Éºÿ ÈÓ �ºßÓù¡ éàÿ��ÓÏ º� éþ�ùÓþÓÿ º é�ÿ ÏÓ ºéù�� 2ÿ  æÓ Éº�Ó �ß

�Ó�Ó��éÈùÓ �ÓºÉ é�ÿ�y �æÓÿ É�ÿ�éÏÓ�ÓÏ º�  �� �Ó�º�º Ó �ÓºÉ é�ÿ�y

 æÓ ß���º�Ï  ºà �ß �ÿÓ É�ÿ� é # Ó�  æÓ �Ó�Ó��Ó  ºà �ß  æÓ

� æÓ�� vÓ Éºùù  æÓ�Ó ?Ùÿÿòî è�ò��èÙ� 5òÙè?�$� ò4BÙ?�$�8� eæé�

�éþ�ùÓ É�ÿÉÓ� �ß  ºà� ºùù��� #�  � ºÉÉ�#ÿ ß��  æÓ ÿ#þÈÓ�

�ß  �ºÿ�ß��þÓ�� ºÿÏ  æÓ þéÿéþ#þ �é¦Ó �ß  æÓ �ÓºÉ é�ÿ ��ù#þÓ

�Ó�#é�ÓÏ  � É�þ�ùÓ Ó º É�þ�# º é�ÿ éß é �Ó�Ó  � ÈÓ �æ¡�éÉºùù¡

�Óºùé¦ÓÏ º� º �^� �¡� Óþ�

� ��� �
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(1) eß
� + 01 ⇋ e�

� + 11
(2) eß

� + 02 + 11 ⇋ e�
� + 12 + 01

(3) eß
� + 03 + 12 + 11 ⇋ e�

� + 13 + 02 + 01

#/(ZM� ;WE 7DJJHG FKHPLFDO UHDFWLRQ HTXDWLRQV IRU D ��ELW VWDQGDUG ELQDU\
FRXQWHU�

� � � = Y 9 U . 9 ' # = L N @� � � . 9 � U � ' ' � �

� L 9 � = 7 @ Y U � U . = 9

2ÿ º Éù��ÓÏ �^� �¡� Óþ  æº é� �éþ#ùº éÿà º  ºààÓÏ �[Fy �Ó

º��#þÓ  æº  æÓ É�þ�# º é�ÿ ���ÉÓÓÏ� éÿ º � ÓÏ ��ù#þÓ  æº 

é� º ùÓº� ������ é�ÿºù  �  æÓ þº éþ#þ ÿ#þÈÓ� �ß þ�ùÓÉ#ùÓ�

��Ó�Óÿ º ºÿ¡ � Ó� �ß  æÓ É�þ�# º é�ÿ� t�ù#þÓ þ#� ÈÓ º�

ùº�àÓ º�  æÓ �æ¡�éÉºù ��ºÉÓ �Ó�#é�ÓþÓÿ ¶���÷ Ó ºù� ����·y ºÿÏ

���æÓÿ�Ó ºÉÉ�#ÿ ß�� ��ºÉÓ º  æÓ�[F ùÓ�Óùy�Ó þ#� éÿÉù#ÏÓ

�#�ÉéÓÿ ��ºÉÓ  � � ��Ó ÿ� �ÿù¡  æÓ �éàÿºù þ�ùÓÉ#ùÓ� È# ºù��

 æÓ  �ºÿ�ß��þÓ��  æº ßºÉéùé º Ó  æÓ �ÓºÉ é�ÿ�� �ÓÉº#�Ó  ºà�

ÏÓÿ� Ó �Ó � �ß  �ºÿ�ß��þÓ��y  æé� ºÉÉ�#ÿ éÿà é� � �ºéàæ ß���º�Ï�

� � �éÉ Ó� ºÉÉ�#ÿ éÿà ��#ùÏ �Ó�ÓÉ  æÓ ÿ#þÈÓ� �ß Èº�Ó� �ß

þ�ùÓÉ#ùÓ� º  æÓ �^� ùÓ�Óùy È# y ß�� �éþ�ùéÉé ¡y �ÓÝùù éàÿ��Ó

 æé� ùÓ�Óù �ß ÏÓ ºéù ºÿÏ �éþ�ù¡ É�#ÿ þ�ùÓÉ#ùÓ� º  æÓ  ºààÓÏ

�[F ùÓ�Óù �ß ºÈ� �ºÉ é�ÿy �é æ �ÿÓ  ºà þ�ùÓÉ#ùÓ �Ó��Ó�Óÿ éÿà

º  �ºÿ�ß��þÓ� �Ó �

[Ó #�ÿéÿà  �  æÓ  ºààÓÏ 3ÇÈé � ºÿÏº�Ï É�#ÿ Ó� �[Fy

Ó�Ó�¡ É�ÿ�à#�º é�ÿ æº� Ó ºÉ ù¡  æ�ÓÓ �éàÿºù þ�ùÓÉ#ùÓ� ��Ó�Óÿ y

ÏÓÿ� éÿà  æÓ É#��Óÿ Èé �Ó�#ÓÿÉÓ� /��Ó�Ó�y  æÓ ��ºÉÓ

�Ó�#é�ÓþÓÿ ß��  ºà� é� ÿ� ÿÓº�ù¡ º� �#ÉÉéÿÉ � [ÓºÉ é�ÿ

¶�· é� #�ÓÏ éÿ  æÓ ß���º�Ï Ïé�ÓÉ é�ÿ ß�#�  éþÓ� Ï#�éÿà  æÓ

É�þ�# º é�ÿy É���Ó���ÿÏéÿà  � ÉæºÿàÓ� éÿ  æÓ É�#ÿ Ó�Ý�

ù��Ó� Ç��ÏÓ� Èé � �ÓºÉ é�ÿ ¶�· é� #�ÓÏ  �éÉÓ� ºÿÏ �ÓºÉ é�ÿ ¶�·

é� #�ÓÏ �ÿÉÓ� 2ÿ  � ºùy �Ó�Óÿ  ºà� º�Ó �Ó�#é�ÓÏ  � ºÏ�ºÿÉÓ

 æ��#àæ  æÓ Óéàæ � º Ó� �ß  æÓ É�#ÿ Ó�y ºÿÏ  æ#� �Ó�Óÿ  ºà�

þ#� ÈÓ ��Ó�Óÿ éÿ  æÓ éÿé éºù É�ÿ�à#�º é�ÿ ¶ºÿÏ ºùù �#È�Ó�#Óÿ 

� ��� �



&KDSWHU �� 7RZDUG 6SDFH� DQG (QHUJ\�(4FLHQW &RPSXWDWLRQV

É�ÿ�à#�º é�ÿ�·� 2ÿ àÓÿÓ�ºùy ºÿÏ ÏÓ��é Ó  æÓ ßºÉ  æº ºùù

�ÓºÉ é�ÿ� º�Ó �Ó�Ó��éÈùÓy  æÓ ���à�Ó�� �ß ºÿ nÇÈé É�#ÿ Ó� �ÓùéÓ�

�ÿ º �Ó�#ÓÿÉÓ �ß 2n − 1 ß���º�Ï �ÓºÉ é�ÿ� ºÿÏy É�ÿ�Ó�#Óÿ ù¡y

2n − 1  ºà�� 2ÿ �#þþº�¡y þ�ùÓÉ#ùº� �éþ#ùº é�ÿ� �ß  ºààÓÏ

�[F� éÿ Éù��ÓÏ �¡� Óþ� ÿÓÉÓ��º�éù¡ #�Ó ��ºÉÓ  æº à���� º 

ùÓº� ������ é�ÿºùù¡ �é æ  éþÓy ����éÏÓÏ  æÓ¡ ¶�· Ï� ÿ� æº�Ó

ºÿ Ó  Ó�ÿºù ÚþÓ ºÈ�ùé�þÛ  � �ÓÉ¡ÉùÓ þéÿ�� �ÓºÉ ºÿ �y ºÿÏ ¶�·

ºù�º¡� #�Ó �ÓºÉ é�ÿ� éÿ  æÓ ß���º�Ï Ïé�ÓÉ é�ÿ�

NA	��- 	:� �:�M(c-�h�/�:V .8A5�8�:V	V/>: >$ 4>(/�	55c

L�]�MO/�5� NcOV�8O

vÓ É�ÿ éÿ#Ó �é æ  æÓ Ó ºþ�ùÓ �ß º É�#ÿ Ó�  � éùù#� �º Ó

æ��  � º��éÏ  æÓ Ó ��ÿÓÿ éºù ��ºÉÓ Èù��#� �ß  æÓ ��Ó�é�#�

�ÓÉ é�ÿ� eæÓ éÏÓº é�  � #�Ó �ÓºÉ é�ÿ� éÿ È� æ  æÓ ß���º�Ï

ºÿÏ �Ó�Ó��Ó Ïé�ÓÉ é�ÿ�  � Ï�é�Ó  æÓ É�þ�# º é�ÿ ß���º�Ïy  �

�Ó#�Ó  �ºÿ�ß��þÓ� þ�ùÓÉ#ùÓ�� �� �Ó Ïé�É#�� ùº Ó�y �#� #�Ó �ß

�ÓºÉ é�ÿ� éÿ È� æ Ïé�ÓÉ é�ÿ� �Ó�ÓþÈùÓ� �¡þþÓ �éÉ þ�ÏÓù� �ß

É�þ�# º é�ÿ ¶@Ó�é� ºÿÏ Xº�ºÏéþé �é�# ��
�·�

[ÓÏ#Ééÿà  æÓ ��ºÉÓ #�ºàÓ éÿ  æé� �º¡ �ÓùéÓ� �ÿ  æÓ

É�þ�# º é�ÿ  � ÈÓ #ÿÈéº�ÓÏ�  æº é�y É�ÿÉÓÿ �º é�ÿ� �ß

�ÓºÉ ºÿ ºÿÏ ���Ï#É  �ºÿ�ß��þÓ�� �æ�#ùÏ ÈÓ º Ó�#éùéÈ�é#þ�

/��Ó�Ó�y �ÓÿÿÓ  º��Ó� �  æº ºÿ #ÿÈéº�ÓÏy ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ

É�þ�# º é�ÿ Éæºéÿ �ß  æé� ß��þy �é æ �# �# ��Ó�Óÿ �ÿù¡ éÿ

 æÓ �ÿºù � º Óy Ï�Ó� ÿ� É�ÿ� é # Ó É�þ�# º é�ÿ� vÓ ºà�ÓÓ �ÿù¡

éÿ  æº  æÓ �# �# �ß  æÓ É�þ�# º é�ÿ þ#� ÈÓ �È�Ó��ºÈùÓ �é æ

æéàæ ���ÈºÈéùé ¡� e� ºÏÏ�Ó��  æé� É�ÿÉÓ�ÿy �Ó �æ�� æ�� ºÿ¡

�#Éæ Éæºéÿ éþ�ùÓþÓÿ ÓÏ º� º  ºààÓÏ �[F Éºÿ ÈÓ º#àþÓÿ ÓÏ

 � Óÿ�#�Ó  æº  æÓ �# �# Éºÿ ÈÓ �ÓºÏ �é æ æéàæ ���ÈºÈéùé ¡

�é æ�# ºÿ º�¡þ� � éÉ éÿÉ�Óº�Ó éÿ  éþÓ �� ��ºÉÓ #�ºàÓ� vÓ ÓÿÏ

 æé� �ÓÉ é�ÿ �é æ º �#þþº�¡ �ß ÷ÿ��ÿ �Ó�#ù � ß�� ��ºÉÓÇ ºÿÏ

ÓÿÓ�à¡ÇÓ�ÉéÓÿ �[F��

� ��� �



U + � � 9 � L ' � U . � N = # � = 7 @ Y U . 9 ' . 9 4 . # � 
 7 � � + . 9 � N

� ' L � b � = � � � = Y 9 U � L

vÓ �Ó�éÓ� �#� ��ºÉÓÇÓ�ÉéÓÿ  ºààÓÏ �[F É�#ÿ Ó� ¶��ÿÏ�ÿ

Ó ºù� ����·y �æéÉæ é� Èº�ÓÏ �ÿ  æÓ Èéÿº�¡ �Ó�ÓÉ éÿà (�º¡ É�ÏÓ

�Ó�#ÓÿÉÓ ¶^º�ºàÓ ���	·� eæÓ �Ó�#ÓÿÉÓ é� º (5Ùg è$îò º� ÓºÉæ

�#ÉÉÓ��é�Ó �ºù#Ó Ïé�Ó�� ß��þ  æÓ ��Ó�é�#� éÿ Ó ºÉ ù¡ �ÿÓ Èé 

���é é�ÿ� 2 é� ÉºùùÓÏ º Èéÿº�¡ 5òìòè?��ÿ (�º¡ É�ÏÓ ¶�[(�·

ÈÓÉº#�Ó �ß é � ÓùÓàºÿ �ÓÉ#��é�Ó ÏÓ�ÿé é�ÿx  æÓ nÇÈé �[(�

�Ó�#ÓÿÉÓ é� ß��þÓÏ È¡ �Ó�ÓÉ éÿà  æÓ (n−1)ÇÈé �Ó�#ÓÿÉÓ ºÉ����

º ùéÿÓy  æÓÿ ��Ó� éÿà �ºù#Ó� ºÈ��Ó  æÓ ùéÿÓ �é æ 0 ºÿÏ  æ��Ó

ÈÓù��  æÓ ùéÿÓ �é æ 1� �  ºààÓÏ �[F  æº éþ�ùÓþÓÿ � º 3ÇÈé 

�[(� É�#ÿ Ó� é� àé�Óÿ éÿ �à#�Ó ��º� eæÓ �ÓÉ#��é�Ó ÿº #�Ó �ß

 æÓ É�#ÿ Ó� Éºÿ ÈÓ �ÓÓÿ éÿ  æÓ É�þ�# º é�ÿ Éæºéÿ �ß �à#�Ó ��È

¶ºÿÏ é� �Óþéÿé�ÉÓÿ �ß  æÓ �éþ#ùº é�ÿ �ß �ÓÿÿÓ  ¶��
�··� '��

Ó ºþ�ùÓy �æÓÿ  æÓ æéàæÇ��ÏÓ� Èé é�  #�ÿÓÏ ß��þ º 0  � º 1 ß��

 æÓ ���  éþÓ ¶�ÓºÉ é�ÿ j éÿ  æÓ ß���º�Ï Ïé�ÓÉ é�ÿ·y  æÓ �Ó�#ÓÿÉÓ

�ß �ÓºÉ é�ÿ� #� #ÿ éù  æº É�ÿ�à#�º é�ÿ º�Ó ÿÓ  Ó ÓÉ# ÓÏ éÿ

�Ó�Ó��Ó º�  æÓ É�þ�# º é�ÿ ���à�Ó��Ó�� �� º �Ó�#ù y ÓºÉæ ��ÓÉé�É

�ÓºÉ é�ÿ � �éÉ ù¡ ºù Ó�ÿº Ó� ÈÓ �ÓÓÿ é � ß���º�Ï ºÿÏ �Ó�Ó��Ó

Ïé�ÓÉ é�ÿ� º�  æÓ É�þ�# º é�ÿ ���ÉÓÓÏ� ß���º�Ï� Kÿù¡ º �éÿàùÓ

 �ºÿ�ß��þÓ� ¶ æÓ ß���º�Ï  �ºÿ�ß��þÓ�· �Ó� �ÓºÉ é�ÿ é� éÿé éºùù¡

ÿÓÓÏÓÏ  � É�þ�ùÓ Ó  æÓ �æ�ùÓ É�þ�# º é�ÿ� væéùÓ º  ºààÓÏ

�[F �éþ#ùº é�ÿ �ß º � ºÿÏº�Ï nÇÈé É�#ÿ Ó� �Ó�#é�Ó� Θ(2n)

 �ºÿ�ß��þÓ� þ�ùÓÉ#ùÓ�y  æÓ �[(� �º�éºÿ �Ó�#é�Ó� �ÿù¡ Θ(n)�

F� Ó  æº È� æ É�#ÿ Ó�� �Ó�#é�Ó �ÿù¡ Θ(n) þ�ùÓÉ#ùÓ  ¡�Ó��

= � N � L \ . 9 ' = Y U @ Y U ^ . U + + . ' + @ L = � � � . 4 . U b

2ÿ  æé� �#ÿÿéÿà Ó ºþ�ùÓ �ß º É�#ÿ Ó�y �Ó ÏÓ�ÿÓ  æÓ $B?1B?

�ß  æÓ É�þ�# º é�ÿ  � ÈÓ  æÓ É�#ÿ Ó�Ý� �ÿºù �ºù#Ó� ��  æÓ

É�þ�# º é�ÿ �Ó�ß��þ� ºÿ #ÿÈéº�ÓÏ �ºÿÏ�þ �ºù÷ ºù�ÿà  æÓ

�¡þþÓ �éÉ ºÿÏ ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ É�þ�# º é�ÿ É�ÿ�à#�º é�ÿ

��ºÉÓy  æÓ � ÓºÏ¡ � º Ó ���ÈºÈéùé ¡ �ß �È�Ó��éÿà  æÓ �# �# é�

p = 2−n ß�� ºÿ nÇÈé É�#ÿ Ó�� eæé� ���ÈºÈéùé ¡ Éºÿ ÈÓ éÿÉ�Óº�ÓÏ

� ��� �



&KDSWHU �� 7RZDUG 6SDFH� DQG (QHUJ\�(4FLHQW &RPSXWDWLRQV

®¯

(1) eß
� + 01 ⇋ e�

� + 11
(2) eß

� + 02 + 11 ⇋ e�
� + 12 + 11

(3) eß
� + 03 + 12 + 01 ⇋ e�

� + 13 + 12 + 01

®¯

{03,02,11}

{03,02,01} {03,12,11} {13,12,01} {13,02,11}

{03,12,01} {13,12,11} {13,02,01}

1-for 2-for 1-for 3-for 1-for 2-for 1-for

#/(ZM� ;&E �D� 7DJJHG FKHPLFDO UHDFWLRQ HTXDWLRQV IRU D ��ELW ELQDU\
UH©HFWLQJ *UD\ FRGH �%5*&� FRXQWHU� �E� %5*& FRQ¨JXUDWLRQ JUDSK� 7R
UHDFK WKH HQG FRQ¨JXUDWLRQ� WKH %5*& FRXQWHU PXVW SHUIRUP D VHTXHQFH
RI UHDFWLRQV WKDW LQGLYLGXDOO\ DOWHUQDWH LQ WKH IRUZDUG DQG UHYHUVH GLUHFWLRQV�
WKXV LQLWLDOO\ UHTXLULQJ RQO\ RQH WUDQVIRUPHU SHU UHDFWLRQ W\SH�

éÿ º ÿ#þÈÓ� �ß �º¡�� '�� éÿ� ºÿÉÓy È¡ ºÏÏéÿà �ÿÓ ºÏÏé é�ÿºù

�ÓºÉ é�ÿ  ¡�Ó  æº ���Ï#ÉÓ� º ÿÓ� �éàÿºù ºÿÏ �Ó�#é�Ó�  æÓ �ÿºù

�éàÿºù þ#ù é�Ó �ß  æÓ ��éàéÿºù É�þ�# º é�ÿ Éæºéÿ º� Éº ºù¡� �y

�Ó Éºÿ Ï�#ÈùÓ  æÓ ùÓÿà æ �ß  æÓ ÿÓ� Éæºéÿ� eæÓ � �º Óà¡ é�

�# ùéÿÓÏ éÿ �à#�Ó ��� 2ÿ  æé� Éº�Óy  æÓ ���ÈºÈéùé ¡ �ß �È�Ó��éÿà

 æÓ �# �# éÿÉ�Óº�Ó�  � p′ > 0.5y ÈÓÉº#�Ó  æÓ ùº� � º Ó �ß

 æÓ ��� æºùß �ß  æÓ Éæºéÿ ºÿÏ ºùù � º Ó� �ß  æÓ �ÓÉ�ÿÏ æºùß �ß

 æÓ Éæºéÿ É�ÿ ºéÿ  æÓ �# �# � 2ÿ  æé� þºÿÿÓ�y ß�� Ó�Ó�¡ ÿÓ�

�ÓºÉ é�ÿ ºÏÏÓÏ  �  æÓ �[Fy  æÓ ���ÈºÈéùé ¡ �ß ÿ� �È�Ó��éÿà

ºÿ �# �# �éàÿºù é� É# éÿ æºùß� '��þºùù¡y  æÓ ���ÈºÈéùé ¡ �ß

�È�Ó��éÿà  æÓ �# �# ÈÓÉ�þÓ� p′′ > 1−2−c �æÓÿ c ≥ 0 ÿ#þÈÓ�

�ß ÿÓ� �ÓºÉ é�ÿ� º�Ó ºÏÏÓÏ  � Ó  ÓÿÏ  æÓ É�þ�# º é�ÿ Éæºéÿ�

�æ���éÿà c = 5 þÓÓ � �ÓÿÿÓ  Ý� ÈÓÿÉæþº�÷  � �È�Ó��Ó  æÓ

�# �# �é æ º ùÓº� 95 �Ó�ÉÓÿ ���ÈºÈéùé ¡ º � ÓºÏ¡ � º Óy ºùù

�æéùÓ þºéÿ ºéÿéÿà  æÓ �ºþÓ º�¡þ� � éÉ  éþÓ ºÿÏ ��ºÉÓ #�ºàÓ�

� 9 � L ' b- � # # . � . � 9 U N . 7 Y 4 � U . = 9 N = #

N @� � � - � = Y 9 � � � � = 7 @ Y U � U . = 9

�#éùÏéÿà �ÿ  æÓ ��éÿÉé�ùÓ� �ß  �ºÿ�ß��þÓ� �Ó#�Óy �Ó ��Ó�é�#�ù¡

������ÓÏ º  ºààÓÏ �[FÄéþ�ùÓþÓÿ ºÈùÓ º� º �^�Ä � ��ù�Ó

� ��� �
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n states

S1 + {X} Sn + {X} Sn - 1 + {Y} S0 + {Y}

Sn - 1 + {X} Sn + {Y} S1 + {Y}S0 + {X}

· · · ···

C.

· · ·

n states

S1 + {X} Sn + {X}

Sn - 1 + {X}S0 + {X}

B.

· · ·

n states

S0

S1 Sn

Sn - 1

A.

#/(ZM� ;%E �D� $ ORJLFDOO\ UHYHUVLEOH FRPSXWDWLRQ FKDLQ RI D WDJJHG &51
WKDW KDV D VLQJOH FRQ¨JXUDWLRQ FRQWDLQLQJ WKH RXWSXW �VKRZQ VKDGHG�� Si

GHQRWHV WKH PXOWLVHW RI VLJQDOV SUHVHQW LQ WKH iWK FRQ¨JXUDWLRQ DORQJ WKH
FRPSXWDWLRQ FKDLQ� �E� $GGLQJ D VLQJOH FRS\ RI D QHZ VSHFLHV� VD\� X� WR
WKH LQSXW FRQ¨JXUDWLRQ S0� ZKHUH X LV QRW D UHDFWDQW LQ WKH &51� GRHV QRW
DOWHU WKH SURJUHVV RI WKH FRPSXWDWLRQ� �F� 7KH DGGLWLRQ RI D QHZ UHDFWLRQ~
X +Sn ⇌ Y +Sn� ZKHUH Sn� WKH PXOWLVHW RI VLJQDOV SUHVHQW LQ WKH RULJLQDO
¨QDO FRQ¨JXUDWLRQ� FDWDO\]HV WKH QHZ UHDFWLRQ~GRXEOHV WKH OHQJWK RI WKH
FRPSXWDWLRQ DQG KDV WKH VLGH H§HFW WKDW WKH RXWSXW LV QRZ SUHVHQW LQ PRUH
WKDQ KDOI RI WKH FRQ¨JXUDWLRQV �VKRZQ VKDGHG��

º�Èé �º�¡ éÿ� ºÿÉÓ� �ß  æÓ SaS�*1ÇÉ�þ�ùÓ Ó �#ºÿ é�ÓÏ �Ç

�º é��ºÈéùé ¡ ���ÈùÓþ ¶eæºÉæ#÷ ºÿÏ ��ÿÏ�ÿ ����·� '�� ºÿ

éÿ� ºÿÉÓ É�ÿ�é� éÿà �ß m Éùº#�Ó� ��Ó� n �º�éºÈùÓ�y  æÓ  ºààÓÏ

�[F �Ó�#é�Ó� Θ(m + n) ��ºÉÓ� vé æ º ��ù¡ÿ�þéºù éÿÉ�Óº�Ó

éÿ �é¦Óy  æÓ �ºþÓ  ºààÓÏ �[F Éºÿ ÈÓ þ�Ïé�ÓÏ  � ��ù�Ó ºÿ¡

éÿ� ºÿÉÓ ��Ó�n �º�éºÈùÓ�� 2ÿ  æé��º¡y �#� ��ù# é�ÿ  � �éþ#ùº éÿà

��ºÉÓÇÈ�#ÿÏÓÏ É�þ�# º é�ÿ é� ÿ� #ÿùé÷Ó  æº �ß º #ÿéß��þ

Éé�É#é ßºþéù¡� �#éùÏéÿà �ÿ ÷ÿ��ÿ É�þ�# º é�ÿºù É�þ�ùÓ é ¡

�Ó�#ù �y �Ó �æ��  æº é é� ����éÈùÓ  � �éþ#ùº Ó ºÿ¡ ��ºÉÓÇ

È�#ÿÏÓÏ É�þ�# º é�ÿ�é æ º ��ºÉÓÇ ºÿÏ ÓÿÓ�à¡ÇÓ�ÉéÓÿ  ºààÓÏ

�[F� væéùÓ �#� É�þ�# º é�ÿ é� #ÿÈéº�ÓÏy ºÿÏ  æÓ�Óß��Ó

Ï�Ó� ÿ� Ïé��é�º Ó ÓÿÓ�à¡ �Ó� �ÓºÉ é�ÿ � Ó�y �Ó �Óù¡ �ÿ  æÓ

É�þ�# º é�ÿ ÈÓàéÿÿéÿà �# �ß Ó�#éùéÈ�é#þ éÿ  æÓ éÿ�# � º Ó

ºÿÏ  æÓÿ �Óùº éÿà  � Ó�#éùéÈ�é#þ º�  æÓ É�þ�# º é�ÿ ���ÉÓÓÏ��

K æÓ� �éþ#ùº é�ÿ�y �#Éæ º�  æ��Ó �ß �ÓÿÿÓ  ¶��	�· ºÿÏ Zéºÿy

^�ù��ÓéÉæé÷y ºÿÏ véÿß�ÓÓ ¶����·y �æº�Ó  æÓ º��#þ� é�ÿ �ß

� ��� �



&KDSWHU �� 7RZDUG 6SDFH� DQG (QHUJ\�(4FLHQW &RPSXWDWLRQV

ÈÓàéÿÿéÿà éÿ º �º� éÉ#ùº� éÿ�# � º Ó� 2ÿ �#� �#ÿÿéÿà Ó ºþ�ùÓ

�ß ºÿ nÇÈé É�#ÿ Ó�  æº � Ó��  æ��#àæ 2n É�ÿ�à#�º é�ÿ�y

ÈÓàéÿÿéÿà éÿ º �º� éÉ#ùº� éÿ�# � º Ó �Ó�#é�Ó� �Ó  éÿà n Èé � �ß

éÿß��þº é�ÿ éÿé éºùù¡ ¶é�Ó�y �  ºùù Èé �  �  æÓ 0 �ºù#Ó·� 2ÿ àÓÿÓ�ºùy

 æÓ ÓÿÓ�à¡ Ó �ÓÿÏé #�Ó �ß �#� �éþ#ùº é�ÿ Éºÿ ÈÓ È�#ÿÏÓÏ º�

Θ(s(n)) ß�� ºÿ s(n)Ç��ºÉÓÇÈ�#ÿÏÓÏ  ºààÓÏ �[F É�þ�# º é�ÿ�

eæÓ��Óþ � ¶eæºÉæ#÷ ����·� ��g 15$ç�ò� 8$�`Ùç�ò �� s(n) ≥ n

81Ùèò èÙ� çò 8$�`òî çg Ù �$ÿ�èÙ��g 5ò`ò58�ç�ò ?Ùÿÿòî �[F B8��ÿ

O(s(n)2 ù�à s(n)) 81Ùèò Ù�î ò�ò5ÿgÚ

�/O�ZOO/>:

�� ÿ� ÓÏ Óº�ùéÓ�y �ÓÿÿÓ  �ºé�ÓÏ  �� �ÈôÓÉ é�ÿ�  � ÉæÓþéÉºù éþÇ

�ùÓþÓÿ º é�ÿ� �ß É�þ�# º é�ÿ� éÿ�æéÉæ �ÓºÉ é�ÿ� ¶É���Ó���ÿÏÇ

éÿà  � ß���º�Ï É�þ�# º é�ÿ � Ó��· º�Ó #ÿÈéº�ÓÏ� 'é�� y  æÓ¡ º�Ó

�ù��y ÈÓÉº#�Ó ºÿ #ÿÈéº�ÓÏ �ºÿÏ�þ �ºù÷  æ��#àæ v É�ÿ�à#�ºÇ

 é�ÿ� �Ó�#é�Ó� v2 � Ó��y ºÿÏ �ÓÉ�ÿÏy  æÓ �ÿºù É�ÿ�à#�º é�ÿ é� �é�Ç

é ÓÏ �º�Óù¡ éÿ �#Éæ º �ºù÷� /Ó�Ó �Ó æº�Ó º�à#ÓÏ  æº y ÏÓ��é Ó

 æÓ ��� �ÈôÓÉ é�ÿy #ÿÈéº�ÓÏ ÉæÓþéÉºù �éþ#ùº é�ÿ� º�Ó �ºù#ºÈùÓ

 � º��éÏ Èù��#� �ß ��ºÉÓ �æÓÿ �éþ#ùº éÿà ��ºÉÓÇÈ�#ÿÏÓÏ É�þÇ

�# º é�ÿ�� � ÷Ó¡ Ïé�Ó�ÓÿÉÓ ÈÓ �ÓÓÿ �#� ÉæÓþéÉºù �éþ#ùº é�ÿ�

ºÿÏ  æ��Ó �#ààÓ� ÓÏ È¡ �ÓÿÿÓ  é�  æº È� æ  æÓ ß���º�Ï ºÿÏ �ÓÇ

�Ó��Ó Ïé�ÓÉ é�ÿ� �ß �ÓºÉ é�ÿ� É���Ó���ÿÏ  � ß���º�Ï É�þ�# º é�ÿ

� Ó��� vÓ æº�Ó ºù�� �æ��ÿ æ��  æÓ �ÓÉ�ÿÏ �ÈôÓÉ é�ÿ Éºÿ ÈÓ ��Ó�Ç

É�þÓ È¡ Óÿ�#�éÿà  æº º É�ÿ� ºÿ ß�ºÉ é�ÿ �ß É�ÿ�à#�º é�ÿ� �ÿ

 æÓ É�þ�# º é�ÿ �º æ É�ÿ ºéÿ�  æÓ ÏÓ�é�ÓÏ �# �# �

K#� (�º¡ É�ÏÓ É�#ÿ Ó� �éþ#ùº é�ÿ ¶ºÿÏ �#� þ��Ó àÓÿÓ�ºù

�éþ#ùº é�ÿ� �ß ��ºÉÓÇÈ�#ÿÏÓÏ É�þ�# º é�ÿ�· º�Ó ÿ� �ÿù¡

ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ È# ºù�� �¡þþÓ �éÉy éÿ  æº �ÓºÉ é�ÿ� Éºÿ

���ÉÓÓÏ éÿ È� æ  æÓ ß���º�Ï ºÿÏ �Ó�Ó��Ó Ïé�ÓÉ é�ÿ�Äéÿ  æé�

�Óÿ�Óy Ú�¡þþÓ �éÉÛ éþ�ùéÓ�þÓÉæºÿé� éÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ� �� �#Éæy

 æÓ¡ º�Ó ºù�� �Óùº ÓÏ  � �¡þþÓ �éÉ þ�ÏÓù� �ß É�þ�# º é�ÿy

éÿ ��Ï#ÉÓÏ È¡ @Ó�é� ºÿÏ Xº�ºÏéþé �é�# ¶��
�·y �æÓ�Óy ß�� º

� ��� �
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àé�Óÿ �¡þþÓ �éÉ e#�éÿà þºÉæéÿÓy Ó�Ó�¡  �ºÿ�é é�ÿ �#ùÓ t éÿ é �

�Ó �ß  �ºÿ�é é�ÿ �#ùÓ� T éþ�ùéÓ�  æº  æÓ éÿ�Ó��Ó  �ºÿ�é é�ÿ �#ùÓ

t−1 ∈ T � �æÓþéÉºù éþ�ùÓþÓÿ º é�ÿ� �ß É�þ�# º é�ÿ� éÿ

�æéÉæ �ÓºÉ é�ÿ� º�Ó #ÿÈéº�ÓÏy �æéùÓ �ù��y �ÓÓþ  � ÈÓ Ó��Óÿ éºù

ß�� �éþ#ùº é�ÿ �ß �¡þþÓ �éÉ É�þ�# º é�ÿ��

K#� ��ÓÉÓÏéÿà ºÿºù¡�Ó� ß�É#�ÓÏ �ÿ Éù��ÓÏ �¡� Óþ� �é æ

� ÓÏ ��ù#þÓ� Eéàæ ��ºÉÓÇÓ�ÉéÓÿ �^� éþ�ùÓþÓÿ º é�ÿ� �ß

 æÓ � ºÿÏº�Ï É�#ÿ Ó�y ºÿÏ ��ºÉÓÇÈ�#ÿÏÓÏ É�þ�# º é�ÿ� þ��Ó

àÓÿÓ�ºùù¡y ÈÓ ����éÈùÓ éß  æÓ �ÓºÉ ºÿ  �ºÿ�ß��þÓ�� ��� éÿ �

 æÓ ��ù#þÓ º� ÿÓÓÏÓÏ  � Óÿ�#�Ó ºÿ Ó ÉÓ�� ��Ó�  æÓ ���Ï#É 

 �ºÿ�ß��þÓ��y ºÿÏ �º� Óy  æº é�y ���Ï#É  �ºÿ�ß��þÓ��y é�

�Óþ��ÓÏ ß��þ  æÓ �¡� Óþ� 2ÿ �#Éæ º �ÉÓÿº�é�y ºù æ�#àæ  æÓ

��ù#þÓ #�ÓÏ È¡ º É�þ�# º é�ÿ É�#ùÏ ÈÓ ùéÿÓº� éÿ  æÓ ��ºÉÓ

�ß  æÓ É�þ�# º é�ÿ ÈÓéÿà �éþ#ùº ÓÏy  æÓ ÿ#þÈÓ� �ß �ÓºÉ ºÿ 

¶ß���º�Ï·  �ºÿ�ß��þÓ�� �Ó�#é�ÓÏ ��Ó�ºùù ºÿÏ  æÓ ºþ�#ÿ �ß

�º� Ó ¶ÿ#þÈÓ� �ß ���Ï#É y �� �Ó�Ó��Ó  �ºÿ�ß��þÓ��· ���Ï#ÉÓÏ

º�Ó Ó ��ÿÓÿ éºù éÿ  æÓ ��ºÉÓ� '��  æé� �Óº��ÿy �Ó º�à#Ó  æº 

�#Éæ º �éþ#ùº é�ÿ � éùù �Ó�#é�Ó� Ó ��ÿÓÿ éºù ��ºÉÓy #ÿùÓ�� º�º¡ é�

ß�#ÿÏ ¶é�Ó�y ºÿ ÓÿÓ�à¡ÇÓ�ÉéÓÿ Ó  Ó�ÿºù þÓ ºÈ�ùé�þ·  � É�ÿ�Ó� 

 æÓ �º� Ó ÈºÉ÷ éÿ � ß���º�Ï  �ºÿ�ß��þÓ���

��  æÓ �^� �¡� Óþ� �Ó ��Ó�Óÿ ÓÏ ßºùù �é æéÿ  æÓ ùº�àÓ�

�ÓùÏ �ß �F� É�þ�# éÿày é é� éÿ Ó�Ó� éÿà  � É�ÿ �º� �#�

º����ºÉæ �é æ  æÓ �ÓùÏÝ� �Óþéÿºù ���÷ È¡ �ÏùÓþºÿ ¶����· �ÿ

��ù�éÿà ùº�àÓ É�þÈéÿº ��éºù �Óº�Éæ ���ÈùÓþ� #�éÿà �F�y éÿ

 Ó�þ� �ß ��ºÉÓ #�ºàÓ� væÓ�Óº� æé� ���÷ �Ó�#é�ÓÏ éÿßÓº�éÈùÓ

É�#ÿ � �ß þ�ùÓÉ#ùÓ�  � ��ù�Ó �Ó�¡ ùº�àÓ ���ÈùÓþ éÿ� ºÿÉÓ�y �#�

��ºÉÓ �Ó�#é�ÓþÓÿ � º�Ó Ó�ÉéÓÿ � /��Ó�Ó�y #ÿùé÷Ó �ÏùÓþºÿÝ�

º����ºÉæ  � �F� É�þ�# éÿày �#� ÓÿÓ�à¡ÇÓ�ÉéÓÿ �éþ#ùº é�ÿ

ºÿÏ  æº �ß Zéºÿy ^�ù��ÓéÉæé÷y ºÿÏ véÿß�ÓÓ ¶����· æº�Ó ºÿ

éþ�ùéÉé Ú�éÿàùÓÇÉ��¡Û º��#þ� é�ÿ ¶��ÿÏ�ÿ Ó ºù� ����· �æÓ�Ó

é é� Ó �ÓÉ ÓÏ  æº �ÿù¡ º �éÿàùÓ þ�ùÓÉ#ùÓ é� éÿé éºùù¡ ��Ó�Óÿ 

ß�� ÉÓ� ºéÿ ��ÓÉéÓ�  ¡�Ó�� eæÓ�Ó �éþ#ùº é�ÿ� ßºéù  � ÈÓ ù�àéÉºùù¡
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�Ó�Ó��éÈùÓ �æÓÿ  æé� º��#þ� é�ÿ é� �é�ùº ÓÏ ¶eæºÉæ#÷ ����·�

vÓ É�ÿÉù#ÏÓ �é æ  �� ��Óÿ �#Ó� é�ÿ��
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vÓ �º¡  æº º ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ É�þ�# º é�ÿ é� k#çÙ�Ù�èòî

éßy ß�� ºùù  �ºÿ�é é�ÿ  ¡�Ó�y �é æéÿ Ó�Ó�¡ É�þ�# º é�ÿ ��Ó� y

 æÓ ÿ#þÈÓ� �ß  éþÓ�  æÓ  �ºÿ�é é�ÿ é� Ó ÓÉ# ÓÏ éÿ  æÓ ß���º�Ï

Ïé�ÓÉ é�ÿ Ïé�Ó�� ß��þ  æÓ ÿ#þÈÓ� �ß  éþÓ�  æÓ  �ºÿ�é é�ÿ é�

Ó ÓÉ# ÓÏ éÿ  æÓ �Ó�Ó��Ó Ïé�ÓÉ é�ÿ È¡ º þ�� k�

eæÓ ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ �éþ#ùº é�ÿ �ß é��Ó�Ó��éÈùÓ ��ºÉÓÇ

È�#ÿÏÓÏ e#�éÿà þºÉæéÿÓ� �ß @ºÿàÓy EÉ?Óÿ¦éÓy ºÿÏ eº��

¶����· é� ÿ� ÈºùºÿÉÓÏx ô#� ùé÷Ó  æÓ � ºÿÏº�Ï Èéÿº�¡ É�#ÿ Ó�

�[Fy  �ºÿ�é é�ÿ� º�Ó ºù�º¡� Ó ÓÉ# ÓÏ éÿ  æÓ ß���º�Ï Ïé�ÓÉ é�ÿy

ÈÓÉº#�Ó  æÓ¡ �éþ#ùº Ó ºÿ �#ùÓ�éºÿ  �#� �ß º É�ÿ�à#�º é�ÿ à�º�æ�

eæ#�y éß  æé� �éþ#ùº é�ÿ �Ó�Ó éþ�ùÓþÓÿ ÓÏ ÉæÓþéÉºùù¡ #�éÿà

�^��y é ��#ùÏ éÿÉ#� ºÿ Ó ��ÿÓÿ éºù ��ºÉÓ Èù��#��

2ÿ É�ÿ �º� y�æéùÓ�ÓÿÿÓ  ÏéÏ ÿ� Ó �ùéÉé ù¡ ÏÓ�éàÿ æé� �ÓÉ#�Ç

�é�Ó �éþ#ùº é�ÿ �ß é��Ó�Ó��éÈùÓ ��ºÉÓÇÈ�#ÿÏÓÏ e#�éÿà þºÉæéÿÓ�

È¡ ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ e#�éÿà þºÉæéÿÓ�  � ÈÓ ÈºùºÿÉÓÏy é �ÓÓþ�

����éÈùÓ  � éþ�ùÓþÓÿ é éÿ º ÈºùºÿÉÓÏ�º¡ È¡ Ó �ù�é éÿà  æÓ ÈºÉ÷Ç

 �ºÉ÷éÿà éÿæÓ�Óÿ  � �ÓÉ#��é�Ó ���ÉÓÏ#�Ó�  � ß�ùù��  �ºÿ�é é�ÿ�

éÿ  æÓ �Ó�Ó��Ó Ïé�ÓÉ é�ÿ� XÓ�æº�� �ÓÿÿÓ  Ý� �éþ#ùº é�ÿ Éºÿ ÈÓ

ºÏº� ÓÏ  � �æ��  æº .aS�*1 ¶s(n)· é� É�ÿ ºéÿÓÏ éÿ"�H�M+2/aS�*1

¶s2(n)·y  æÓ�ÓÈ¡ éþ����éÿà eæÓ��Óþ � È¡ º ù�àº�é æþéÉ ßºÉ ���

^æ��éÿà  æº  æÓ�Ó é� º ÈºùºÿÉÓÏ �éþ#ùº é�ÿ �ß é��Ó�Ó��éÈùÓ

��ºÉÓÇÈ�#ÿÏÓÏ e#�éÿà þºÉæéÿÓ�  æº º��éÏ� º �#ºÏ�º éÉ

éÿÉ�Óº�Ó éÿ ��ºÉÓ þº¡ ÈÓ þ��Ó ÉæºùùÓÿàéÿà� eæº é�y éß

"�H�M+2/aS�*1 ¶s(n)· é�  æÓ Éùº�� �ß ùºÿà#ºàÓ� �ÓÉ�àÿé¦ºÈùÓ

È¡ O(1)ÇÈºùºÿÉÓÏy ù�àéÉºùù¡ �Ó�Ó��éÈùÓ e#�éÿà þºÉæéÿÓ�y Éºÿ �Ó

�æ��  æº .aS�*1 ¶s(n)· = "�H�M+2/aS�*1 ¶s(n)·�
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Kß É�#��Óy ÈºùºÿÉÓÏ �éþ#ùº é�ÿ� þº¡ ÿ� ÈÓ ÿÓÉÓ��º�¡  �

º��éÏ ��ºÉÓ Èù��#�� éÿ ÉæÓþéÉºù éþ�ùÓþÓÿ º é�ÿ� �ß ù�àéÉºùù¡

�Ó�Ó��éÈùÓ É�þ�# º é�ÿ�� 2�  æÓ�Ó º �^� �¡� Óþ ¶�� � æÓ�

þ�ùÓÉ#ùº� �¡� Óþ· éÿ �æéÉæ  �ºÿ�ß��þÓ�� º�Ó #ÿé�Ó��ºù ºÿÏ  æ#�

éÏÓÿ éÉºù éÿ  æÓ ß���º�Ï ºÿÏ �Ó�Ó��Ó Ïé�ÓÉ é�ÿ� �ß º �ÓºÉ é�ÿ�

^#Éæ º �¡� Óþ É�#ùÏ �éþ#ùº Ó É�þ�# º é�ÿ� éÿ �æéÉæ ºùù

�ÓºÉ é�ÿ� �ÉÉ#� éÿ  æÓ ß���º�Ï Ïé�ÓÉ é�ÿy �#Éæ º�  æÓ � ºÿÏº�Ï

Èéÿº�¡ É�#ÿ Ó�y �é æ�# éÿÉ#��éÿà º �éàÿé�Éºÿ ��ºÉÓ éÿÉ�Óº�Ó�

��3:>_5��(8�:VO

vÓ  æºÿ÷ ��é÷ véÿß�ÓÓy �º�éÏ ^�ù��ÓéÉæé÷y e�þ K#ùÏ�éÏàÓy

ºÿÏ �º�éÏ ^é�º÷ ß�� æÓù�ß#ù Ïé�É#��é�ÿ� ºÿÏ  æÓ ºÿ�ÿ¡þ�#�

�Ó�éÓ�Ó�� ß��  æÓé� ßÓÓÏÈºÉ÷� �

L � # � L � 9 � � N

�ÏùÓþºÿy @� E� ²ººµ� ÚE�ùÓÉ#ùº� ��þ�# º é�ÿ �ß ^�ù# é�ÿ�  � ��þÈéÿº ��éºù

X��ÈùÓþ��Û ^è�ò�èò ³·· ¶¶²¹¸·x ²±³²Å²±³µ�

�ÓÿÿÓ  y �� /� ²º¸´� Ú@�àéÉºù [Ó�Ó��éÈéùé ¡ �ß ��þ�# º é�ÿ�Û 2�E =$B5�Ù� $þ

[ò8òÙ5è� Ù�î�ò`ò�$1�ò�? ²¸ ¶··x ¶³¶Å¶´³�

� ²º¹²� ÚeæÓeæÓ�þ�Ï¡ÿºþéÉ� �ß��þ�# º é�ÿÄ�[Ó�éÓ��Û 2�?ò5�Ù?�$�Ù�

=$B5�Ù� $þ e�ò$5ò?�èÙ� X�g8�è8 ³² ¶²³·x º±¶Åºµ±�

� ²º¹º� ÚeéþÓ�^�ºÉÓe�ºÏÓÇ��� ß��[Ó�Ó��éÈùÓ��þ�# º é�ÿ�Û ^2�E=$B5�Ù�

$� �$�1B?��ÿ ²¹ ¶µ·x ¸··Å¸¸·�

�º�ÏÓùùéy @� ³±²´� Úe��Ç��þºéÿ �F� ^ �ºÿÏ �é��ùºÉÓþÓÿ �Û EÙ?�ò�Ù?�èÙ�

^?5Bè?B5ò8 �� �$�1B?ò5 ^è�ò�èò ³´ ¶³·x ³µ¸Å³¸²�

��ÿÏ�ÿy ��y �� =�/#y =�Eº�#Éæy ºÿÏ �� eæºÉæ#÷� ³±²³� Ú@Ó�� /º� Óy @Ó�� vº� Óx

Kÿ [ÓÉ¡Éùéÿà ºÿÏ 2 � @éþé � éÿ ^ �ºÿÏ �é��ùºÉÓþÓÿ ^¡� Óþ��Û =$B5�Ù� $þ ?�ò

[$gÙ� ^$è�ò?gÒ 2�?ò5þÙèò '$èB8 ³ ¶µ·x ¶²³Å¶³²�
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���÷y E�y �� ^�ù��ÓéÉæé÷y �� véÿß�ÓÓy ºÿÏ =� ��#É÷� ³±±º� ÚX��à�ºþþºÈéùé ¡ �ß

�æÓþéÉºù [ÓºÉ é�ÿ FÓ ���÷��Û 2ÿ ��ÿ$5�?���è ��$15$èò88ò8Ó ¶µ´Å¶¹µ� FÓ�

|��÷x ^��éÿàÓ��

�����é �y Eº��éþéùéºÿ�y ºÿÏ �æ�é� éºÿ tºÿ ÏÓÿ ���ÓÉ÷� ³±²²� Ú^ÓÉ�ÿÏ @º� ºÿÏ

@ºÿÏº#Ó� X�éÿÉé�ùÓ 'º� ß��þ ��#éùéÈ�é#þ�Û �B5$1�g8�è8 @ò??ò58 º¶ ¶µ·x µ±±±µ�

(��Éæ��y =� ��y ºÿÏ �� /� v�ù�Ó� � ³±²¹� Ú�Ó¡�ÿÏ F#þÈÓ� �ß �é ��º�#�Ó�x FÓ�

��þ�ùÓ é ¡Z#Ó� é�ÿ�[ºé�ÓÏ È¡[ÓÉÓÿ ù¡�é�É��Ó�ÓÏeæÓ�þ�Ï¡ÿºþéÉ��� �

�ß��þ�# º é�ÿ�Û ^2(��eFòa8 µºy ÿ�� ³ ¶=#ÿÓ·x ´´Å¶·�

@ºÿÏº#Ó�y[� ²º·²� Ú2��Ó�Ó��éÈéùé ¡ ºÿÏ/Óº (ÓÿÓ�º é�ÿ éÿ  æÓ��þ�# éÿà X��ÉÓ���Û

2�E =$B5�Ù� $þ[ò8òÙ5è� Ù�î�ò`ò�$1�ò�? ¶ ¶´·x ²¹´Å²º²�

@ºÿàÓy?� =�yX�EÉ?Óÿ¦éÓy ºÿÏ��eº��� ³±±±� Ú[Ó�Ó��éÈùÓ ^�ºÉÓ��#ºù��Ó Ó�þéÿé� éÉ

^�ºÉÓ�Û =$B5�Ù� $þ �$�1B?ò5 ^g8?ò�8 ^è�ò�èò ·± ¶³·x ´¶µÅ´·¸�

@ÓÉÓ�ßy |� ²º·´� Ú@�àé�#ÓEº æÔþº é�#ÓxEºÉæéÿÓ� ÏÓ e#�éÿà �Ô�Ó��éÈùÓ��Û �$�1?ò8

5ò�îB8 îò8 8óÙ�èò8 îò �ßÙèÙîó��ò îò8 8è�ò�èò8 ³¶¸x³¶º¸Å³·±±�

@Ó�é�y/�[�y ºÿÏ��/� Xº�ºÏéþé �é�#� ²º¹³� Ú^¡þþÓ �éÉ ^�ºÉÓÇ��#ÿÏÓÏ��þ�#Ç

 º é�ÿ�Û e�ò$5ò?�èÙ� �$�1B?ò5 ^è�ò�èò{{x²·²Å²¹¸�

Xº���ÿÏ�y =� E� [�y =� E� /����é ¦y ºÿÏ e� ^ºàº�º� ³±²¶� ÚeæÓ�þ�Ï¡ÿºþéÉ� �ß

2ÿß��þº é�ÿ�ÛFÙ?B5ò X�g8�è8 ²² ¶³·x ²´²Å{{{�

Zéºÿy @�y�� ^�ù��ÓéÉæé÷y ºÿÏ ��véÿß�ÓÓ� ³±²²� Ú��ÉéÓÿ e#�éÿàÇhÿé�Ó��ºù��þ�#Ç

 º é�ÿ�é æ�F�X�ù¡þÓ�� ®Ó  ÓÿÏÓÏ ºÈ� �ºÉ ¯�Û 2ÿX5$èòòî��ÿ8 $þ ?�ò ��?���#

�BÙ� �$�þò5ò�èò $��F� �$�1B?��ÿÓ ²³´Å²µ±� �Ó�ùéÿy/ÓéÏÓùÈÓ�àx ^��éÿàÓ�Ç

tÓ�ùºà�

^ºàº�ºye� ³±²µ� ÚeæÓ�þ�Ï¡ÿºþéÉ ºÿÏ @�àéÉºù[Ó�Ó��éÈéùé éÓ�[Ó�é�é ÓÏ�Û =$B5�Ù� $þ

^?Ù?�8?�èÙ�Eòè�Ù��è8Ò e�ò$5g Ù�î �f1ò5��ò�? ³±²µ ¶´·x X±´±³¶�

^º�ºàÓy �� ²ºº¸� Ú� ^#��Ó¡ �ß ��þÈéÿº ��éºù (�º¡ ��ÏÓ��Û ^2�E [ò`�òa ´º ¶µ·x

·±¶Å·³º�

^�ù��ÓéÉæé÷y��yE����÷y ��véÿß�ÓÓy ºÿÏ =���#É÷� ³±±¹� Ú��þ�# º é�ÿ�é æ 'éÿé Ó

^ �Éæº� éÉ �æÓþéÉºù [ÓºÉ é�ÿ FÓ ���÷��Û FÙ?B5Ù� �$�1B?��ÿ ¸ ¶µ·x ·²¶Å

·´´�

^�ù��ÓéÉæé÷y ��y (� ^ÓÓùéày ºÿÏ �� véÿß�ÓÓ� ³±²±� Ú�F� º� º hÿé�Ó��ºù ^#È� �º Ó

ß�� �æÓþéÉºù ?éÿÓ éÉ��Û X5$èòòî��ÿ8 $þ ?�òFÙ?�$�Ù� �èÙîò�g $þ ^è�ò�èò8 $þ ?�ò

h��?òî ^?Ù?ò8 $þ ��ò5�èÙ ²±¸ ¶²³·x ¶´º´Å¶´º¹�

eæºÉæ#÷y �� ³±²´� Ú^�ºÉÓ ºÿÏ �ÿÓ�à¡ ��ÉéÓÿ E�ùÓÉ#ùº� X��à�ºþþéÿà ºÿÏ

^�ºÉÓ ��ÉéÓÿ eÓ  2ÿÏÓ éÿà EÓ æ�Ï� ß�� ^Ó�#ÓÿÉÓ �ùéàÿþÓÿ �Û Xæ� Ïé���y

hÿé�Ó��é ¡ �ß ��é é�æ��ù#þÈéº�
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eæºÉæ#÷y ��y ºÿÏ �� ��ÿÏ�ÿ� ³±²³� Ú^�ºÉÓ ºÿÏ �ÿÓ�à¡ ��ÉéÓÿ ��þ�# º é�ÿ

�é æ �F� ^ �ºÿÏ �é��ùºÉÓþÓÿ ^¡� Óþ��Û @òè?B5òF$?ò8 �� �$�1B?ò5 ^è�ò�èò
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